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ABSTRACT
In this work we give in the Main Theorems sufficient conditions for that the pro-
p completion of an abstract orientable PDn group to be virtually a pro-p PDs group
for some s ≤ n − 2 with n ≥ 4. This result is a generalization of the Theorem 3 in
[K-2009]. Our proof is based on [K-2009] and on the results of A. A. Korenev [Ko-2004] and
[Ko-2005]. Furthermore we give some examples of groups that satisfy the conditions of the
Main Theorems.
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RESUMO
Neste trabalho, nos Teoremas Principais, damos condic¸o˜es suficientes para que o
completamento pro-p de um grupo abstrato PDn seja virtualmente um grupo pro-p PDs
para algum s ≤ n − 2 com n ≥ 4. Esse resultado e´ uma generalizac¸a˜o do Teorema 3 em
[K-2009]. Nossa prova e´ baseada em [K-2009] e nos resultados de A. A. Korenev [Ko-2004]
e [Ko-2005]. Ale´m disso, damos alguns exemplos de grupos que satisfazem as condic¸o˜es dos
Teoremas Principais.
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INTRODUC¸A˜O
Em [JW-1972], F.E.A Johnson e C.T.C Wall definiram os grupos de dualidade de Poincare´
por meio de treˆs condic¸o˜es de finitude: A primeira delas pede que o grupo (finitamente
apresentado) G tenha dimensa˜o cohomolo´gica finita, o que e´ equivalente a pedir que o ZG-
mo´dulo trivial Z possua uma resoluc¸a˜o projetiva P sobre ZG de comprimento finito, onde
ZG e´ o anel de grupo de G; A segunda condic¸a˜o de finitude pede que todos os mo´dulos
projetivos da resoluc¸a˜o projetiva P sejam finitamente gerados, o que e´ equivalente a G ter
tipo FP∞; Ja´ a terceira e u´ltima, que exista um inteiro k tal que H i(G,ZG) ∼= Z (como
grupo abeliano) se i = k e 0 se i 6= k, onde H i(G,ZG) e´ a i-e´sima cohomologia de G com
coeficientes em ZG. E esse inteiro e´ dito a dimensa˜o do grupo de dualidade de Poincare´.
Em seguida, Johnson-Wall justificaram que a motivac¸a˜o para o estudo dos grupos
de dualidade de Poincare´ era geome´trica: Grupos fundamentais de variedades asfe´ricas
(variedades cujos grupos de homotopia sa˜o todos triviais em dimenso˜es maiores do que 1)
fechadas de dimensa˜o n sa˜o grupos de dualidade de Poincare´ de mesma dimensa˜o n. E ainda
obtiveram resultados que permitem construir exemplos de grupos de dualidade de Poincare´
em todas as dimenso˜es: Um subgrupo H de ı´ndice finito em um grupo livre de torc¸a˜o G e´ de
dualidade de Poincare´ de dimensa˜o n se, e somente se, o grupo G tambe´m o e´; Extensa˜o de
grupos de dualidade de Poincare´ tambe´m e´ um grupo de dualidade de Poincare´ (a dimensa˜o
nesse caso e´ a soma das dimenso˜es). O pro´prio artigo [JW-1972] menciona que R. Bieri
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2tambe´m definiu, de modo independente e equivalente, os grupos de dualidade de Poincare´
em [Bi-1972]. A definic¸a˜o de Bieri usa produto cap e na˜o exige que o grupo seja finitamente
apresentado. Vale ressaltar que M. W. Davis mostrou em [D-2000], Teorema 7.1.5, que para
cada n ≥ 4, existem grupos de dualidade de Poincare´ de dimensa˜o n que na˜o sa˜o finitamente
apresentados (diferentemente do que ocorre com o grupo fundamental de uma n-variedade
fechada que necessariamente e´ finitamente apresentado).
Em [BE-1973], R. Bieri e B. Eckmann caracterizam os grupos de dualidade de Poincare´
como sendo grupos de tipo FP (isto e´, dimensa˜o cohomolo´gica finita e tipo FP∞) e tambe´m
por meio de uma dualidade entre a cohomologia e a homologia (dualidade de Poincare´ ja´
conhecida para certas variedades), para maiores detalhes, veja Cap´ıtulo 8, Teorema 10.1
em [B-1982]. Vale ressaltar que o grupo de dualidade de Poincare´ e´ dito orienta´vel se
Hk(G,ZG) for um ZG-mo´dulo trivial, caso contra´rio G e´ na˜o orienta´vel. E ainda, todo
grupo de dualidade de Poincare´ possui um subgrupo de ı´ndice ≤ 2 que e´ orienta´vel, veja por
exemplo [Bi-1981], pa´gina 173.
Usaremos a notac¸a˜o grupo PDn para designar um grupo de dualidade de Poincare´ de
dimensa˜o n. E´ bem conhecido que, a menos de isomorfismos, o u´nico grupo PD1 e´ Z e que
os grupos PD2 sa˜o precisamente os grupos de superf´ıcie fechadas, veja por exemplo [D-2000],
Teorema 5.1. Em dimensa˜o 3, e´ um problema em aberto se os grupos PD3 sa˜o apenas grupos
fundamentais de 3-variedades asfe´ricas fechadas. Se G e´ um grupo PD3 solu´vel, enta˜o G e´
o grupo fundamental de uma 3-variedade asfe´rica fechada. De fato, em [Bi-1981], Teoremas
9.9 e 9.10, temos que qualquer grupo polic´ıclico livre de torc¸a˜o e´ um grupo de dualidade de
Poincare´ (mostra-se usando que extensa˜o de grupo PDn por PDm e´ um grupo PDm+n) e
por [Bi-1981], Teorema 9.23, qualquer grupo de dualidade de Poincare´ solu´vel e´ polic´ıclico
(em particular, livre de torc¸a˜o) e por L. Auslander e F.E.A. Johnson, veja Teorema 1 em
[AJ-1976], temos que todo grupo polic´ıclico livre de torc¸a˜o e´ o grupo fundamental de alguma
variedade asfe´rica fechada.
Ha´ ainda muitos problemas em aberto sobre grupos de dualidade de Poincare´. Em
particular, em dimensa˜o 3 temos o trabalho de J. Hillman [H-2009] que apresenta 39 questo˜es
em aberto sobre grupos PD3 e seus subgrupos.
Para lembrar, um grupo profinito e´ limite inverso de grupos finitos. No caso profinito,
3existem duas definic¸o˜es de um grupo profinito de dualidade de Poincare´ G (em um primo
p) de dimensa˜o n: A de Symonds-Weigel em [SW-2000] e a de Neukirch-Schmidt-Wingberg
[NSW-2000]. Tais definic¸o˜es diferem no ponto em que G deve ser de tipo FP∞ sobre Zp.
Mas ambas definic¸o˜es sa˜o equivalentes no caso pro-p (um grupo pro-p e´ o limite inverso de
p-grupos finitos):
Definic¸a˜o. [SW-2000] Seja G um grupo pro-p de tipo FP∞ sobre Zp e p-dimensa˜o
cohomolo´gica cdp(G) = n. Se H
i(G,Zp[[G]]) = 0 para i 6= n e para i = n e´ livre de p-
torc¸a˜o, enta˜o G e´ um grupo pro-p de dualidade. Se ale´m disso Hn(G,Zp[[G]]) ∼= Zp, enta˜o
G e´ dito um grupo grupo pro-p de dualidade de Poincare´ de dimensa˜o n. E ainda, se a
ac¸a˜o de G em Hn(G,Zp[[G]]) e´ trivial, enta˜o G e´ dito um grupo pro-p PDn orienta´vel, caso
contra´rio G e´ na˜o orienta´vel.
E´ bem conhecido que Zp e´ o u´nico, a menos de isomorfismos, grupo pro-p PD1 e que os
grupos pro-p PD2 sa˜o precisamente os grupos de Demushkin infinitos.
Em [Re-1997], Teorema 10.2, A. Reznikov mostrou que se um grupo G viola a Conjectura
de W. Thurston sobre o primeiro nu´mero de Betti de uma certa 3-variedade (isto e´, se G
e´ um reticulado hiperbo´lico cocompacto 3-dimensional onde cada subgrupo de ı´ndice finito
em G possui abelianizac¸a˜o finita), enta˜o o completamento pro-p de G e´ um grupo pro-
p PD3. Adotando a definic¸a˜o de Symonds-Weigel, que esta´ de acordo com a definic¸a˜o
no caso abstrato, Kochloukova-Zalesskii em [KZ-2008], Teorema C, generalizaram os
resultados obtidos por A. Reznikov. Esse resultado de Kochloukova-Zalesskii foi obtido
independentemente por Th. Weigel no Teorema 3.3 em [W-2007]. A prova de Kochloukova-
Zalesskii foi homolo´gica e generalizada para completamentos profinitos e os me´todos de
Kochloukova-Zalesskii [KZ-2008] foram aplicados para completamentos profinitos e pro-p de
grupos PD3 orienta´veis e em alguns casos para uma classe mais geral de completamentos de
grupos.
Para lembrar, a p-caracter´ıstica de Euler de um grupo pro-p G de tipo FP∞ e cdp(G) finita
e´ dada por χp(G) =
∑
0≤i≤cdp(G)(−1)i dimFp Hi(G,Fp). E ainda, se X e´ uma propriedade
de grupos, dizemos que um grupo K e´ virtualmente X se K possui um subgrupo de ı´ndice
finito que tem a propriedade X.
4Como uma continuac¸a˜o natural dos resultados de Kochloukova-Zalesskii [KZ-2008] e
usando cohomologia com coeficientes no anel de grupo Fp[[Ĝp]] e os resultados de A. A.
Korenev [Ko-2004] e [Ko-2005] sobre grupos pro-p virtualmente grupos pro-p de dualidade
de Poincare´, D. H. Kochloukova em [K-2009] estabeleceu condic¸o˜es necessa´rias e suficientes
para que o completamento pro-p de um grupo PD4 orienta´vel e de caracter´ıstica de Euler
0 seja um grupo pro-p PD4 orienta´vel de p-caracter´ıstica de Euler 0. De fato, os resultados
funcionam para uma classe mais geral de completamentos de grupos.
Esta tese e´ uma generalizac¸a˜o do Teorema 3 de Kochloukova [K-2009]
Teorema (Teorema 3, [K-2009]). Seja G um grupo abstrato PD4 orienta´vel e de carac-
ter´ıstica de Euler χ(G) = 0 com completamento pro-p Ĝp. Seja T um conjunto dirigido de
subgrupos normais de ı´ndice poteˆncia de p em G tal que T induz a topologia pro-p de G.
Suponha ale´m disso que
1. Ĝp na˜o e´ virtualmente proc´ıclico e na˜o e´ um grupo pro-p PD4 orienta´vel.
2. ∀U ∈ T , temos que ∑0≤i≤4(−1)i dimFp Hi(Ûp,Fp) = 0.
3. supU∈T (2 dimFp H1(Ûp,Fp)− dimFp H2(Ûp,Fp)) = m <∞.
Enta˜o Ĝp e´ virtualmente Zp-por-Zp.
A demonstrac¸a˜o do Teorema 3 de Kochloukova [K-2009] usa os resultados de Korenev
[Ko-2004] e [Ko-2005], com intuito de provar que Ĝp e´ virtualmente um grupo de Demushkin
de dimensa˜o 2 (isto e´, um grupo pro-p PD2) que pela condic¸a˜o (3) tem posto finito. E o
resultado segue da classificac¸a˜o de todos os grupos de Demushkin infinitos.
Os Teoremas Principais desta tese sa˜o
Teorema Principal 1. Seja p um primo fixo. Seja n ≥ 5. Seja G um grupo abstrato PDn
orienta´vel. Suponha que o completamento pro-p Ĝp de G e´ infinito e na˜o e´ virtualmente um
grupo pro-p PDn. Suponha ale´m disso que:
(a) sup
{
dimFp H1(Ûp,Fp)| U / G de ı´ndice poteˆncia de p
}
e´ finito.
5(b) supU∈T dimFp Hi(U,Fp) <∞, para 0 ≤ i ≤ n.
Enta˜o Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PDs para algum s ≤ n− 2.
Observac¸a˜o 1. (1) No Teorema Principal 1, usando somente a hipo´tese (a) e Pro-
posic¸a˜o 3.11 em [DSMS-2003], temos que Ĝp e´ um grupo pro-p de posto finito e
portanto pelo Corola´rio 4.3 em [DSMS-2003] Ĝp e´ virtualmente pro-p anal´ıtico e
por [Laz-1965] e´ virtualmente PDs para algum s, mas na˜o temos controle sobre s.
Em particular, Ĝp e´ um grupo pro-p de tipo FP∞. Ainda mais por [Laz-1965] (ou
veja Teorema 5.1 em [SW-2000]) para grupo pro-p uniformemente powerful G0 (no
nosso caso, G0 sera´ um subgrupo de ı´ndice finito em Ĝp), a cohomologia do grupo
G0 e´ um anel graduado que e´ a´lgebra exterior de H
1(G0,Fp). Assim, temos que
sup
{
dimFp H
i(H,Fp)|H ≤ G0 de ı´ndice finito
}
< ∞, para todo i. Por dualidade,
sup
{
dimFp Hi(H,Fp)|H ≤ G0 de ı´ndice finito
}
<∞.
(2) E como sup
{
dimFp Hi(Ûp,Fp)| U / G de ı´ndice poteˆncia de p
}
e´ finito, segue que
∃ m > 0 tal que ∀ U / G de ı´ndice poteˆncia de p em G, tem-se
dimFp Hi(U,Fp)− dimFp Hi(Ûp,Fp) ≤ m, ∀ 0 ≤ i ≤ n.
Teorema Principal 2. Seja p um primo fixo. Seja G um grupo abstrato PD4 orienta´vel.
Suponha que o completamento pro-p Ĝp de G e´ infinito e na˜o e´ virtualmente um grupo pro-p
PD4. Suponha ale´m disso que: ∃ m > 0 tal que ∀ U / G de ı´ndice poteˆncia de p em G,
tem-se
dimFp Hi(U,Fp)− dimFp Hi(Ûp,Fp) ≤ m, ∀ 0 ≤ i ≤ 4.
Enta˜o Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PDs para algum s ≤ 2.
Primeiramente, foram feitos os casos n = 4 e n = 5 e o caso geral seguiu de modo similar.
Ale´m das ideias da demonstrac¸a˜o do Teorema 3 de Kochloukova [K-2009] e alguns resultados
de Kochloukova-Zalesskii [KZ-2008], tambe´m foram utilizados alguns resultados de Korenev:
Teorema 3 e Teorema 4 de [Ko-2004] e Teorema 1 e Corola´rio 1 do Teorema 1 de [Ko-2005].
De fato, Korenev, Corola´rio 1 [Ko-2005], provou que um grupo pro-p K e´ virtualmente um
6grupo pro-p PDn se, e somente se, K e´ de tipo FPn sobre Fp, H i(K,Fp[[K]]) = 0 para todo
0 ≤ i < n e Hn(K,Fp[[K]]) ∼= Fp. As condic¸o˜es (a) e (b) foram usadas para provar que
lim
←−
U∈T
Hi(U,Fp)
e´ finito para todo i. Isso e´ importante na prova dos Teoremas Principais, pois permite
mostrar, dentre outros resultados auxiliares, que Ĝp satisfaz as condic¸o˜es de Korenev.
Tambe´m sera´ dado um exemplo de um grupo PD3 orienta´vel, denotado por H, tal que
o completamento pro-p Ĥ ∼= Zp e usando um resultado de Bieri-Eckmann sobre PD3 pares
(veja Teorema 8.1 em [BE-1978]) e a Fo´rmula de Ku¨nneth, sera´ mostrado o seguinte Lema
Lema. Sejam r ≥ 1 e s ≥ 1 e 3r + s ≥ 5. O grupo Hr × Zs e´ um grupo PD3r+s orienta´vel
e satisfaz as condic¸o˜es dos Teoremas Principais.
Esta tese esta´ organizada em cinco cap´ıtulos e da seguinte maneira:
No Cap´ıtulo 1 sera˜o apresentadas preliminares para o entendimento da tese que
abordam conceitos, definic¸o˜es, exemplos, resultados e propriedades ba´sicas sobre homologia
e coholomogia de grupos abstratos: mo´dulos livres, projetivos, injetivos, resoluc¸o˜es livres,
projetivas e injetivas, homologia, cohomologia, dimensa˜o cohomolo´gica, tipo FPn, grupos
PDn e caracter´ıstica de Euler. As principais refereˆncias foram [R-1979] e [B-1982] para
a´lgebra homolo´gica abstrata e [Bi-1981] e [B-1982] para condic¸o˜es de finitude, grupos PDn
e demais propriedades.
No Cap´ıtulo 2 sera˜o apresentadas tambe´m preliminares ana´logas, mas no caso pro-p (ou
profinito) sobre homologia e cohomologia de grupos pro-p, como a´lgebra de grupo completa,
produto tensorial completo, homologia e cohomologia cont´ınuas, p-dimensa˜o cohomolo´gica,
tipo FPn, grupo pro-p PDn e p-caracter´ıstica de Euler. E as refereˆncias ba´sicas mais
utilizadas foram [RZ-2000], [W-1998] e [SW-2000].
No Cap´ıtulo 3, denominado Resoluc¸o˜es, foram constru´ıdas resoluc¸o˜es essenciais na
demonstrac¸a˜o dos resultados principais e em aplicac¸o˜es no pro´prio cap´ıtulo, em Lemas
auxiliares para demonstrar os resultados principais.
No Cap´ıtulo 4, denominado Resultados Principais, foram demonstrados os Teoremas
Principais desta tese ja´ mencionados.
7E por fim, no Cap´ıtulo 5, denominado Exemplos, foram feitos o exemplo H e o Lema ja´
citados.
As refereˆncias seguem no final da tese.
CAPI´TULO 1
HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA
DE GRUPOS ABSTRATOS
Vamos fixar que R denotara´ um anel associativo com unidade 1. As categorias consideradas
nesta sec¸a˜o sera˜o as de grupos abelianos Ab, de R-mo´dulos a` direita MR e de R-mo´dulos a`
esquerda RM, logo pre´-aditivas (isto e´, onde os morfismos formam um grupo abeliano). E
os funtores sera˜o todos aditivos. Iremos recordar algumas propriedades ba´sicas sobre a´lgebra
homolo´gica de grupos abstratos. As principais refereˆncias utilizadas neste cap´ıtulo foram
[R-1979] e [B-1982] para a´lgebra homolo´gica abstrata e [Bi-1981] e [B-1982] para condic¸o˜es
de finitude, grupos PDn e demais propriedades.
Uma sequeˆncia (finita ou infinita) de homomorfismos
. . .→Mn+1 fn+1→ Mn fn→Mn−1 → . . .
e´ exata se cada par adjacente de homomorfismos e´ exato, isto e´, Ker(fn) = Im(fn+1),
∀ n ∈ Z. Em particular, 0 → A f→ B g→ C → 0 e´ dita uma sequeˆncia exata curta de
R-mo´dulos se f e´ monomorfismo, g e´ epimorfismo e Im(f) = Ker(g).
8
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Definic¸a˜o 1.1. Um funtor covariante F e´ dito exato a` esquerda se a exatida˜o de 0 →
A
f→ B g→ C implica na exatida˜o de 0 → FA Ff→ FB Fg→ FC. Analogamente, define-se
funtor covariante exato a` direita e dualmente funtor contravariante exato a` esquerda ou
a` direita. Um funtor e´ exato se e´ exato a` direita e a` esquerda.
Vamos sintetizar algumas propriedades dos (bi)funtores HomR( , ) e ⊗R:
Proposic¸a˜o 1.1. Sejam A um R-mo´dulo a` direita e B um R-mo´dulo a` esquerda. Enta˜o:
(a) HomR( , ) e´ um funtor contravariante na primeira varia´vel e covariante na segunda
varia´vel; Exato a` esquerda em ambas varia´veis e comuta com produto direto na segunda
varia´vel.
(b) HomR(⊕j∈JAj, B) ∼=
∏
j∈J HomR(Aj, B) com ϕ 7→ (ϕλj), onde λj : Aj →
∏
j∈J Aj e´
a j-e´sima injec¸a˜o.
(c) HomR(R,B) ∼= B com f 7→ f(1).
(d) ⊗R : MR × RM → Ab e´ um funtor covariante, exato a` direita e comuta com soma
direta em ambas varia´veis.
(e) R⊗R B ∼= B com r ⊗ b 7→ rb. Analogamente, A⊗R R ∼= A.
Agora iremos falar um pouco sobre mo´dulos livres, projetivos e injetivos e tambe´m
sobre resoluc¸o˜es livres, projetivas e injetivas que sera˜o fundamentais para o estudo de
homologia e cohomologia de grupos abstratos.
Definic¸a˜o 1.2. Um R-mo´dulo a` esquerda F e´ livre se e´ soma direta de co´pias de R, isto
e´, F ∼= ⊕i∈IRai, com Rai ∼= R e {ai|i ∈ I} e´ dito base de F .
Equivalentemente, um mo´dulo F e´ livre com base X, se dado qualquer mo´dulo B e
qualquer func¸a˜o f : X → B, existe um u´nico homomorfismo ϕ : F → B que estende f .
Definic¸a˜o 1.3. Uma resoluc¸a˜o livre de um R-mo´dulo M e´ uma sequeˆncia exata longa
. . .→ Fn dn→ Fn−1 → . . .→ F1 d1→ F0 →M → 0
onde cada Fi e´ R-mo´dulo livre e di e´ R-homomorfismo.
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Como para qualquer conjunto X, existe um mo´dulo livre com base X e todo mo´dulo M
e´ quociente de um mo´dulo livre, decorre que todo mo´dulo M possui uma resoluc¸a˜o livre.
Definic¸a˜o 1.4. Um R-mo´dulo P e´ projetivo se dados β : B → C epimorfismo de R-
mo´dulos e um R-homomorfismo α : P → C, o diagrama comuta:
P
α

∃γ

B
β
// C // 0
Agora uma caracterizac¸a˜o dos mo´dulos projetivos:
Teorema 1.1. As afirmac¸o˜es seguintes sobre um mo´dulo P sa˜o equivalentes:
(i) P e´ projetivo.
(ii) O funtor Hom(P, ) e´ exato.
(iii) P e´ somando de um mo´dulo livre.
(iv) Toda sequeˆncia exata curta 0→ A→ B → P → 0 cinde.
Decorre que soma direta de mo´dulos projetivos e´ projetivo se e so´ se cada somando
e´ projetivo. No entanto, o produto direto de mo´dulos projetivos pode na˜o ser projetivo:
Z× Z× Z . . . na˜o e´ projetivo (Teorema de Baer).
Definic¸a˜o 1.5. Uma resoluc¸a˜o projetiva de um R-mo´dulo M e´ uma sequeˆncia exata
longa
. . .→ Pn dn→ Pn−1 → . . .→ P1 d1→ P0 →M → 0
onde cada Pi e´ R-mo´dulo projetivo e di e´ R-homomorfismo.
A noc¸a˜o de mo´dulo injetivo e´ dual a de mo´dulo projetivo.
Definic¸a˜o 1.6. Um mo´dulo E e´ injetivo se para todo mo´dulo B e todo submo´dulo A ≤ B,
cada R-homomorfismo f : A → E pode ser estendido a um R-homomorfismo g : B → E,
isto e´, o diagrama abaixo comuta.
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E
0 // A
f
OO
// B
g
``
Dualmente ao caso projetivo, temos uma caracterizac¸a˜o para mo´dulos injetivos.
Teorema 1.2. As seguintes afirmac¸o˜es sobre um mo´dulo E sa˜o equivalentes:
(i) E e´ injetivo.
(ii) O funtor Hom( , E) e´ exato.
(iii) Toda sequeˆncia exata curta 0
i→ E → B → C → 0 cinde.
(iv) (Crite´rio de Baer) Todo homomorfismo f : I → E, onde I e´ ideal a` esquerda de R,
pode ser estendido a R.
Vale ressaltar que o produto direto de mo´dulos injetivos e´ injetivo se e so´ se cada mo´dulo
e´ injetivo. Ja´ a soma direta de mo´dulos injetivos pode na˜o ser injetivo.
Definic¸a˜o 1.7. Uma resoluc¸a˜o injetiva de um R-mo´dulo M e´ uma sequeˆncia exata longa
0→M → E0 d0→ E1 d1→ E2 d2→ . . .
onde cada En e´ injetivo.
Segue do fato que todo R-mo´dulo M pode ser mergulhado num R-mo´dulo injetivo que
todo R-mo´dulo M tem uma resoluc¸a˜o injetiva.
Definic¸a˜o 1.8. Um complexo (ou cadeia de complexo) A e´ uma sequeˆncia de mo´dulos e
homomorfismos (diferenciais)
A : . . .→ An+1 dn+1→ An dn→ An−1 → . . .
com dndn+1 = 0 para todo n ∈ Z.
CAP. 1 • HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE GRUPOS ABSTRATOS 12
Se A e´ um complexo com diferenciais dn, sua n-e´sima homologia e´ o grupo abeliano
Hn(A) = Ker(dn)/Im(dn+1). Vale ressaltar que Hn e´ um funtor.
Considere o complexo P : . . .→ P1 → P0 →M → 0. O complexo obtido apagando M e´
PM : . . . → P1 → P0 → 0 e e´ dito complexo apagado de P . Analogamente, definimos o
complexo apagado EN obtido do complexo E : 0→ N → E0 → E1 → . . ., apagando N .
Vamos descrever os funtores derivados a` esquerda LnT para um dado funtor aditivo
T .
Definic¸a˜o 1.9. Sejam T um funtor aditivo, A e um R-mo´dulo e P uma resoluc¸a˜o projetiva
de A. O n-e´simo funtor derivado a` esquerda de T e´ definido por
(LnT )A = Hn (TPA) = Ker (Tdn)
Im (Tdn+1)
.
Vale ressaltar que (LnT )A na˜o depende da escolha da resoluc¸a˜o projetiva P de A, vide
[R-1979], Teo. 6.11, pa´g. 182.
Exemplo 1.1. Se T = ⊗RB com B ∈ RM, enta˜o definimos LnT = TorRn ( , B). E se
T = A⊗R com A ∈ MR, definimos LnT = torRn (A, ). Em particular, TorRn (A,B) =
Hn(PA ⊗R B) e torRn (A,B) = Hn(A ⊗R QB), onde P e Q sa˜o resoluc¸o˜es projetivas de A e
B, respectivamente. Ressaltamos que Hn(PA⊗RB) ∼= Hn(A⊗RQB) e portanto denotaremos
por Tor ambos funtores.
Ressaltamos tambe´m que se Rop e´ o anel oposto de R, enta˜o para todo n ≥ 0 e quaisquer
R-mo´dulos A e B, tem-se TorRn (A,B)
∼= TorRopn (B,A). Por isso, iremos supor todos os
resultados va´lidos na outra varia´vel.
De modo similar, podemos definir os funtores derivados a` direita de um dado funtor
covariante aditivo T por
(RnT )A = Hn(TEA) = Ker(Td
n)
Im(Tdn−1)
onde E e´ uma resoluc¸a˜o injetiva de A escolhida. E tal definic¸a˜o e´ independente da resoluc¸a˜o
injetiva escolhida.
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Exemplo 1.2. Se T = HomR(C, ), para algum R-mo´dulo C, enta˜o definimos R
nT =
ExtnR(C, ). Em particular, Ext
n
R(C,A) = H
n(HomR(C, EA)) onde E e´ uma resoluc¸a˜o
injetiva escolhida do R-mo´dulo A.
Se T e´ contravariante, enta˜o seus funtores derivados a` direita sa˜o (RnT )C = Hn(TPC) =
Ker(Tdn+1)/Im(Tdn) onde P e´ uma resoluc¸a˜o projetiva escolhida do R-mo´dulo C.
Funtores derivados de um funtor contravariante sa˜o chamados de funtores coho-
molo´gicos.
Exemplo 1.3. Se T = HomR( , A), para algum R-mo´dulo A, enta˜o definimos R
nT =
extnR( , A). Em particular, ext
n
R(C,A) = H
n(HomR(PC , A)), onde P e´ uma resoluc¸a˜o
projetiva de C escolhida. Ressaltamos que Hn(HomR(PC , A)) ∼= Hn(HomR(C, EA)), onde
P e E sa˜o resoluc¸o˜es projetiva e injetiva de C e A, respectivamente. Denotaremos por Ext
ambos funtores.
Descreveremos um pouco sobre homologia e cohomologia de grupos abstratos. Aqui G
sera´ um grupo abstrato, A um Z[G]-mo´dulo a` esquerda, onde Z[G] e´ o anel de grupo de G
sobre Z. E ainda Z sera´ considerado como um Z[G]-mo´dulo trivial, isto e´, G age trivialmente
sobre Z.
Para cada n ≥ 0, definimos o n-e´simo grupo de homologia de G com coeficientes em A
por
Hn(G,A) = Tor
Z[G]
n (Z, A)
e o n-e´simo grupo de cohomologia de G com coeficientes em A por
Hn(G,A) = ExtnZ[G](Z, A).
Segue da definic¸a˜o que Hn(G, ) e H
n(G, ) sa˜o funtores covariantes aditivos indo de
Z[G]M para Ab.
A seguir coletamos alguns resultados ba´sicos sobre homologia e cohomologia de
grupos.
Observac¸a˜o 1.1. (a) H0(G,A) = Tor
Z[G]
0 (Z, A) ∼= Z ⊗Z[G] A ∼= A/IA, onde I e´ o ideal
aumentado de Z[G].
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(b) H1(G,Z) ∼= G/[G,G], onde [G,G] denota o subgrupo comutador de G.
(c) (Fo´rmula de Hopf) H2(G,Z) ∼=
(
R∩[F,F ]
[F,R]
)
, onde R = Ker(pi), pi : F  G, F e´ um
grupo livre, F/R ∼= G e [F,R] e´ o subgrupo de F gerado por [f, r] = frf−1r−1, onde
f ∈ F e r ∈ R.
(d) Hn(G,⊕iAi) ∼= ⊕iHn(G,Ai).
(e) H0(G,A) ∼= HomZ[G](Z, A) ∼= AG = {a ∈ A| ga = a, ∀g ∈ G} o submo´dulo de pontos
fixos A pela ac¸a˜o de G.
(f) H1(G,A) ∼= HomZ[G](G,A) se A e´ um Z[G]-mo´dulo trivial.
(g) Hn(G,
∏
iAi)
∼= ∏iHn(G,Ai).
Seja S um subgrupo de G.
Definic¸a˜o 1.10. Um Z[G]-mo´dulo A e´ chamado de um mo´dulo S-induzido se existe um
Z[S]-mo´dulo X tal que A = Z[G] ⊗Z[S] X e e´ chamado de um mo´dulo S-coinduzido se
existe um Z[S]-mo´dulo Y tal que A = HomZ[S](Z[G], Y ).
Lema 1.1. (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo, S ≤ G e B um Z[S]-mo´dulo, enta˜o
para todo n ≥ 0
(i) Hn(S,B) ∼= Hn(G,Z[G]⊗Z[S] B).
(ii) Hn(S,B) ∼= Hn(G,HomZ[S](Z[G], B)).
Nas condic¸o˜es do Lema de Shapiro, se [G : S] < ∞ enta˜o Z[G] ⊗Z[S] B ∼=
HomZ[S](Z[G], B).
Dizemos que a dimensa˜o projetiva de um R-mo´dulo M e´ menor ou igual n,
(projdimRM) ≤ n, se M admite uma resoluc¸a˜o projetiva: P : 0 → Pn → . . . → P1 →
P0 →M → 0.
Definimos a dimensa˜o cohomolo´gica cd(G) de um grupo G como sendo projdimZ[G]Z,
onde Z e´ considerado como Z[G]-mo´dulo trivial. Em particular,
cd(G) = sup {n| Hn(G,A) 6= 0 para algum Z[G]-mo´dulo A}
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e se cd(G) < ∞ enta˜o A pode ser tomado Z[G]-mo´dulo livre, vide Prop. 2.3, pa´g. 186, em
[B-1982].
Proposic¸a˜o 1.2 ([B-1982], Prop. 2.4 pa´g. 187). Seja S um subgrupo de G, enta˜o:
(i) cd(S) ≤ cd(G);
(ii) Se [G : S] <∞ e cd(G) <∞, enta˜o cd(S) = cd(G).
Segue desta Proposic¸a˜o que se G e´ um grupo finito na˜o trivial, enta˜o cd(G) = ∞. E
ainda se G e´ um grupo na˜o trivial tal que cd(G) < ∞ enta˜o G e´ um grupo livre de torc¸a˜o.
Ressaltamos que o grupo trivial e´ o u´nico de dimensa˜o cohomolo´gica zero e um grupo livre
na˜o trivial tem dimensa˜o cohomolo´gica 1.
Definic¸a˜o 1.11. Uma resoluc¸a˜o ou resoluc¸a˜o parcial P e´ de tipo finito se cada Pi e´ f.g.
Um R-mo´dulo M e´ de tipo FPn, n ≥ 0, se existe uma resoluc¸a˜o parcial projetiva
Pn → Pn−1 → . . .→ P0 →M → 0
de tipo finito. Dizemos que um R-mo´dulo M e´ de tipo FP∞ se M e´ de tipo FPn para todo
n ≥ 0. E um grupo G e´ de tipo FPn, 0 ≤ n ≤ ∞, se Z e´ de tipo FPn como um Z[G]-mo´dulo
trivial.
A pro´xima Proposic¸a˜o e´ devida a R. Bieri e e´ conhecida como ”mudanc¸a de dimensa˜o”.
Proposic¸a˜o 1.3 ([Bi-1981], Prop. 1.4, pa´g. 12). Seja 0 → A′ → A → A′′ → 0 uma
sequeˆncia exata curta de R-mo´dulos. Enta˜o
(a) Se A′ e´ de tipo FPn−1 e A e´ de tipo FPn, enta˜o A′′ e´ de tipo FPn;
(b) Se A e´ de tipo FPn−1 e A′′ e´ de tipo FPn, enta˜o A′ e´ de tipo FPn−1;
(c) Se A′ e A′′ sa˜o de tipo FPn, enta˜o A e´ de tipo FPn.
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Como consequeˆncia da Proposic¸a˜o 1.3 temos que se A e´ de tipo FP∞ e n ≥ 1, enta˜o A′′
e´ de tipo FPn se, e somente se, A
′ e´ de tipo FPn−1.
Vale ressaltar que todo grupo e´ de tipo FP0, um grupo e´ de tipo FP1 se, e somente
se, e´ f.g. e um grupo finitamente apresenta´vel e´ de tipo FP2. No entanto, Bestvina-
Brady em [BB-1997] constru´ıram exemplos de grupos de tipo FP∞ que na˜o sa˜o finitamente
apresenta´veis. Ja´ Bieri-Strebel em [BS-1980] mostraram que um grupo metabeliano de tipo
FP2 e´ finitamente apresenta´vel.
Proposic¸a˜o 1.4 ([B-1982], Prop. 5.1 pa´g. 197). Sejam G um grupo e S um subgrupo de G
de ı´ndice finito. Enta˜o G e´ de tipo FPn se e somente se S e´ de tipo FPn.
Proposic¸a˜o 1.5 ([Bi-1981], Prop. 2.13, item (a)). Seja G = G1 ∗S G2 o produto livre de G1
e G2 amalgamado o subgrupo S. Se G1 e G2 sa˜o de tipo FPn e S e´ de tipo FPn−1, enta˜o G
e´ de tipo FPn. Se G e S sa˜o de tipo FPn, enta˜o G1 e G2 tambe´m sa˜o de tipo FPn. Se G1
e G2 sa˜o de tipo FPn−1 e G de tipo FPn, enta˜o S e´ de tipo FPn−1.
Conforme [Bi-1981], pa´g. 36, a seguir temos uma lista de grupos de tipo FP∞.
Exemplos 1.1. (1) O grupo trivial.
(2) Todos os grupos finitos (isto segue do item (1) e da Proposic¸a˜o 1.4).
(3) Todos os grupos livres f.g. (segue da Proposic¸a˜o 1.5).
(4) Todos os grupos poli(livre f.g. ou finito), em particular todo grupo polic´ıclico (segue da
Proposic¸a˜o 1.3).
(5) Todo grupo f.g. com u´nico relator definidor.
Em [Bi-1981], Prop. 2.14, pa´g. 37, R. Bieri exibiu, para cada n ∈ N, grupos (finitamente
apresentados para n ≥ 2) An e Bn que sa˜o de tipo FPn, mas na˜o sa˜o de tipo FPn+1.
Definic¸a˜o 1.12. Uma resoluc¸a˜o e´ dita finita se e´ de tipo finito e tem comprimento finito.
Um grupo e´ de tipo FP se Z admite uma resoluc¸a˜o projetiva finita sobre Z[G].
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E´ poss´ıvel mostrar que G e´ de tipo FP se, e somente se, cd(G) <∞ e G e´ de tipo FP∞,
vide [B-1982], Prop. 6.1, pa´g. 199.
Agora estudaremos grupos G tais que H i(G,A) ∼= Hn−i(G,D ⊗Z A), onde D =
Hn(G,Z[G]).
Teorema 1.3 ([B-1982], Teo. 10.1, pa´g. 220). Seja G um grupo de tipo FP , enta˜o as
seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes:
(1) Existe um inteiro n e um Z[G]-mo´dulo a` direita D tal que H i(G,A) ∼= Hn−i(G,D⊗ZA),
para qualquer Z[G]-mo´dulo a` esquerda A e para todo i inteiro;
(2) Existe um inteiro n tal que H i(G,Z[G]⊗ZB) = 0 para todo i 6= n e todo grupo abeliano
B;
(3) Existe um inteiro n tal que H i(G,Z[G]) = 0 para todo i 6= n e Hn(G,Z[G]) e´ livre de
torc¸a˜o como grupo abeliano;
(4) Existem isomorfismos H i(G, ) ∼= Hn−i(G,D⊗Z ), onde D = Hn(G,Z[G]) e n = cd(G).
Definic¸a˜o 1.13. Um grupo G e´ dito grupo de dualidade se satisfaz o Teorema 1.3 e o
Z[G]-mo´dulo D = Hn(G,Z[G]) e´ chamado de mo´dulo dualizante de G.
Definic¸a˜o 1.14. Um grupo G e´ dito grupo de dualidade de Poincare´ se seu mo´dulo
dualizante D ∼= Z. Neste caso, G e´ dito orienta´vel se G age trivialmente em D e na˜o
orienta´vel se G age em D via multiplicac¸a˜o por ±1. O inteiro n do Teorema anterior e´
dito a dimensa˜o de Poincare´.
Observe que se G e´ um grupo de dualidade de Poincare´ orienta´vel, enta˜o do item (4) do
Teorema 1.3 segue que H i(G,A) ∼= Hn−i(G,A).
Proposic¸a˜o 1.6 ([B-1982], Prop. 10.2 pa´g. 224). Seja G um grupo livre de torc¸a˜o e S um
subgrupo de ı´ndice finito de G. Enta˜o G e´ grupo de dualidade se, e somente se, S e´ grupo
de dualidade.
Notac¸a˜o 1.1. grupo PDn = grupo de dualidade de Poincare´ de dimensa˜o n.
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Proposic¸a˜o 1.7. Seja G um grupo PDn, enta˜o existe um subgrupo S ≤ G com [G : S] ≤ 2
tal que S e´ grupo PDn orienta´vel.
Para uma demonstrac¸a˜o com detalhes, vide [M-2009], Prop. 2.4.6, pa´gina 62.
Exemplos 1.2. (i) Zn e´ um grupo PDn orienta´vel.
(ii) O grupo fundamental de uma variedade (asfe´rica) fechada n-dimensional e´ um grupo
PDn.
Observac¸a˜o 1.2. (i) ([Bi-1981], Prop. 2.1.5, pa´g. 39) Se G e´ um grupo de tipo FPn,
enta˜o Hk(G,Z) e Hk(G,Z) sa˜o grupos abelianos f.g., para todo 0 ≤ k ≤ n.
(ii) Em particular, Hk(G,Fp) e Hk(G,Fp) sa˜o grupos abelianos finitos, para todo 0 ≤ k ≤ n
e para qualquer primo p, onde Fp e´ o corpo com p elementos.
Definic¸a˜o 1.15 ([B-1982], pa´g. 247). Seja G um grupo abstrato de tipo FP . A
caracter´ıstica de Euler de G e´
χ(G) =
∑
0≤i≤cd(G)
(−1)ipostoZ(Hi(G,Z))
onde para qualquer grupo abeliano f.g. B, o posto de B e´ definido por postoZ(B) =
dimQ(Q⊗Z B).
Coletamos a seguir alguns fatos sobre χ(G) onde o grupo G e´ de tipo FP . Para maiores
detalhes de (a) − (e), vide [B-1982] pa´gina 248. O item (f) e´ conhecido como Teorema de
Gottlieb-Stallings, [Go-1965], [St-1965].
Lema 1.2. (a) χ(G) =
∑
0≤i≤cd(G) (−1)ipostoZ(H i(G,Z));
(b) χ(G) =
∑
0≤i≤cd(G) (−1)i dimFp(Hi(G,Fp));
(c) χ(G) =
∑
0≤i≤cd(G) (−1)i dimFp(H i(G,Fp));
(d) Seja S ≤ G um subgrupo de ı´ndice finito, enta˜o χ(S) = [G : S]χ(G);
(e) Seja G um grupo PDn com n ı´mpar, enta˜o χ(G) = 0.
(f) Se χ(G) 6= 0, enta˜o o centro de G e´ um subgrupo finito.
CAPI´TULO 2
HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA
DE GRUPOS PRO-P
O intuito desta sec¸a˜o e´ estabelecer definic¸o˜es gerais e propriedades homolo´gicas na categoria
profinita (pro-p) e ainda o conceito de grupo pro-p de dualidade de Poincare´. As refereˆncias
ba´sicas mais utilizadas sera˜o [RZ-2000], [W-1998] e [SW-2000] que tambe´m podem ser
consultadas para maiores detalhes.
O conceito de limite inverso (projetivo) pode ser definido numa categoria geral, no
entanto, o faremos na categoria de grupos (ane´is) topolo´gicos para tornar as ideias mais
claras.
Definic¸a˜o 2.1. Sejam I um conjunto quase-ordenado e C a categoria de grupos topolo´gicos.
Um sistema inverso (sobrejetor) de grupos (ane´is) topolo´gicos em C com conjunto
de ı´ndices I e´ um funtor contravariante G : I → C, tal que para cada i ∈ I, existe um grupo
topolo´gico Gi e sempre que i, j ∈ I satisfac¸am i ≤ j, existe um homomorfismo (sobrejetor)
de grupos (ane´is) cont´ınuo ψji : Gj → Gi tal que:
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1. ψii = idGi, ∀i ∈ I.
2. se i ≤ j ≤ k, enta˜o ψki = ψjiψkj
E´ comum denotar um sistema inverso (com conjunto de ı´ndices I) por
{
Gi, ψ
j
i , I
}
ou{
Gi, ψ
j
i
}
. Vamos dar um exemplo de um sistema inverso que nos sera´ u´til mais adiante
nessa sec¸a˜o.
Exemplo 2.1. Seja p um nu´mero natural fixo. Tome o conjunto de ı´ndices I como sendo
o conjuntos dos nu´meros naturais e defina Gi = Z/piZ para cada i ∈ I. E para cada j ≥ i,
defina ψji : Gj → Gi o homomorfismo cont´ınuo de grupos dado por
ψji (z + p
jZ) = z + piZ
para cada z ∈ Z. Portanto, {Gi, ψji } e´ um sistema inverso de grupos (ane´is) finitos.
Definic¸a˜o 2.2. Seja {Gi, ψji } um sistema inverso na categoria dos grupos topolo´gicos C
sobre o conjunto parcialmente ordenado dirigido I. O limite inverso desse sistema inverso,
denotado por lim
←−
Gi, e´ um grupo (anel) topolo´gico e uma famı´lia de homomorfismos cont´ınuos
de grupos (ane´is) αi : lim←−
Gi → Gi com αi = ψjiαj sempre que i ≤ j, satisfazendo a seguinte
propriedade universal: para todo grupo (anel) topolo´gico X e homomorfismos cont´ınuos de
grupos (ane´is) fi : X → Gi com fi = ψji fj, sempre que i ≤ j, existe um u´nico homomorfismo
cont´ınuo de grupos (ane´is) β : X → lim
←−
Gi fazendo o diagrama comutativo:
lim
←−
Gi
αi
''
αj

X
∃!βoo
fi
xx
fj

Gi
Gj
ψji
OO
Como esperado, limites inversos de grupos topolo´gicos existem e sa˜o u´nicos a menos
de isomorfismos topolo´gicos, vide [RZ-2000], Prop. 1.1.1. Por isso, iremos nos referir
frequentemente ao limite inverso do sistema inverso. Vale ressaltar que o limite inverso de
um sistema inverso de grupos topolo´gicos na˜o vazios sobre um conjunto dirigido e´ tambe´m
na˜o vazio, vide Prop. 1.1.4, pa´g. 4, em [RZ-2000].
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Agora ja´ estamos aptos a definir o que e´ um grupo profinito.
Definic¸a˜o 2.3 ([RZ-2000]). Seja T uma classe na˜o vazia de grupos finitos. Um grupo G
e´ um grupo pro-T se e´ limite inverso lim
←−
Gi de T -grupos Gi ∈ T , onde cada grupo Gi tem
topologia discreta. Se T e´ a classe de todos os grupos finitos (p-grupos finitos) enta˜o G e´
dito um grupo profinito (pro-p).
Se T e´ uma classe de grupos c´ıclicos finitos, solu´veis finitos, abelianos finitos, nilpotentes
finitos etc enta˜o dizemos que um grupo pro-T e´ um grupo proc´ıclico, prosolu´vel, proabeliano,
pronilpotente etc
Vale ressaltar que o limite inverso G = lim
←−
i∈I
Gi de grupos finitos Gi ∈ T e´ um subgrupo
fechado do produto cartesiano de todos os Gi, como segue
G =
{
(gi)| ψji (gj) = gi sempre que j ≥ i
} ≤∏
i∈I
Gi.
Deste modo, G = lim
←−
i∈I
Gi e´ de modo natural um grupo topolo´gico. De fato, dando
para cada grupo finito Gi a topologia discreta, teremos o produto cartesiano
∏
i∈I Gi com a
topologia produto. Portanto, segue pelo Teorema de Tychonoff que
∏
i∈I Gi sera´ um grupo
topolo´gico compacto e Hausdorff e consequentemente G tambe´m o e´ por ser um subgrupo
fechado de
∏
i∈I Gi.
Considere a projec¸a˜o canoˆnica
ϕj :
∏
i∈I
Gi → Gj.
Chamamos de projec¸o˜es (na˜o sa˜o necessariamente sobrejetivas) a restric¸a˜o de ϕj para G =
lim
←−
Gi. Para qualquer sistema inverso {Gi, ψji , I}, com G = lim←− Gi, existe um sistema inverso
sobrejetivo {ϕi(G), ψji
′
, I} (ψji
′
e´ a restric¸a˜o de ψji para ϕi(G)) com o mesmo limite inverso,
conforme a Proposic¸a˜o a seguir.
Proposic¸a˜o 2.1 ([RZ-2000], Cor. 1.1.8). Sejam
{
Gi, ψ
j
i , I
}
um sistema inverso de grupos
topolo´gicos compactos Hausdorff, G = lim
←−
Gi e ϕi : G → Gi as projec¸o˜es para todo i ∈ I.
Enta˜o
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(a) Se H e´ um subgrupo fechado de G, enta˜o H = lim
←−
ϕi(H);
(b) Se H e´ um subgrupo de G, enta˜o H = lim
←−
ϕi(H), onde H e´ o fecho de H em G;
(c) Se H1 e H2 sa˜o subgrupos de G e ϕi(H1)=ϕi(H2) para cada i ∈ I, enta˜o seus fechos
em G coincidem: H1 = H2.
Segue uma caracterizac¸a˜o dos grupos profinitos:
Teorema 2.1 ([RZ-2000], Teo. 2.1.3; [W-1998], Prop. 1.1.5). Seja G um grupo topolo´gico.
Sa˜o equivalentes:
1. G e´ profinito.
2. G e´ totalmente desconexo, Hausdorff e compacto.
3. G e´ compacto, Hausdorff e a identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de
vizinhanc¸as abertas tais que
⋂
U∈U U = 1 e cada U e´ um subgrupo normal aberto de G.
4. A identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de vizinhanc¸as abertas tal que
cada U ∈ U e´ um subgrupo normal aberto de G e G = lim
←−
U∈U
G/U.
Seja T uma classe na˜o vazia de grupos finitos com a propriedade de que, para todo
U1, U2 ∈ T , existe V ∈ T tal que V ≤ U1 ∩ U2.
Seja G um grupo abstrato. Considere
N = NT (G) = {N / G| [G : N ] <∞, G/N ∈ T }
onde N e´ ordenado pela inclusa˜o inversa: M,N ∈ N , M  N se, e somente se, N ≤ M .
Se M,N ∈ N e M  N , seja ψNM : G/N → G/M o epimorfismo natural. Enta˜o
{
G/N,ψNM
}
e´ um sistema inverso de grupos em T e o grupo pro-T GT̂ = lim←−
N∈N
G/N e´ dito completamento
pro-T de G. E a topologia determinada por N e´ dita topologia pro-T .
Se p e´ um primo e T e´ a classe de todos os p-grupos finitos, enta˜o ĜT e´ chamado de
completamento pro-p de G e sera´ denotado por Ĝp.
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Segue que N pode ser visto como um sistema fundamental de vizinhanc¸as da identidade
de G. E a topologia determinada por N e´ dita topologia pro-T .
Exemplos 2.1. (a) O completamento profinito de Z e´
Ẑ = lim
←−
n∈N
Z/nZ.
(b) O completamento pro-p de Z e´ o grupo (anel) de inteiros p-a´dicos
Zp = lim←−
n∈N
Z/pnZ = {(an)| an ∈ N, an ≡ am mod pm se m ≤ n} .
A seguir, iremos definir produto livre amalgamado na categoria de grupos pro-p.
Usaremos tal conceito no u´ltimo cap´ıtulo desta tese. A definic¸a˜o que segue, baseada em
[RZ-2000], vale para uma categoria de grupos pro-C, onde C e´ uma variedade de grupos
finitos, isto e´, uma classe (na˜o-vazia) de grupos finitos fechada para subgrupos, quocientes e
produtos diretos finitos.
Definic¸a˜o 2.4. Sejam G1 e G2 grupos pro-p. Seja fi : H → Gi, para i = 1, 2,
monomorfismos (cont´ınuos) de grupos pro-p. Um produto livre pro-p amalgamado de
G1 e G2 com subgrupo amalgamado H e´ um pushout na categoria de grupos pro-p:
H
f1 //
f2

G1
ϕ1

G2
ϕ2 // G
isto e´, um grupo pro-p G juntamente com homomorfismos (cont´ınuos) ϕi : Gi → G, para
i = 1, 2, satisfazendo a seguinte propriedade universal: para K um grupo pro-p e para cada
par de homomorfismos (cont´ınuos) ψi : Gi → K, para i = 1, 2, tais que ψ1f1 = ψ2f2, existe
um u´nico homomorfismo (cont´ınuo) ψ : G→ K tal que o diagrama a seguir e´ comutativo:
H
f1 //
f2

G1
ϕ1
 ψ1

G2
ϕ2 //
ψ2 ,,
G
ψ
''
K.
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Pela Proposic¸a˜o 9.2.1 em [RZ-2000], segue que o produto livre pro-p com amalgamac¸a˜o
existe e e´ u´nico. Denotaremos por G = G1
∐
H G2 o produto livre pro-p de G1 e G2 com
amalgamac¸a˜o H.
Diferentemente do caso abstrato, as aplicac¸o˜es ϕi : Gi → G1
∐
H G2, para i = 1, 2, nem
sempre sa˜o injetivas, vide Exemplos 9.2.9 e 9.2.10 em [RZ-2000].
Na sequeˆncia, iremos falar sobre ane´is e mo´dulos profinitos.
Definic¸a˜o 2.5. Um anel R e´ um anel profinito se e´ o limite inverso de ane´is finitos.
Ane´is profinitos possuem caracterizac¸o˜es ana´logas as de grupos profinitos em termos de
seus ideais abertos, vide [RZ-2000], Prop. 5.1.2.
Definic¸a˜o 2.6. Seja R um anel profinito. Um R-mo´dulo profinito a` direita e´ um grupo
profinito abeliano M com uma aplicac¸a˜o cont´ınua M ×R →M que satisfaz as propriedades
usuais de um R-mo´dulo abstrato.
As noc¸o˜es de submo´dulo, mo´dulo quociente etc sa˜o ana´logas as noc¸o˜es quando R e´ anel
abstrato.
Seja R um anel profinito. As definic¸o˜es de R-mo´dulos profinitos livres e projetivos sa˜o
ana´logas ao caso abstrato, assim como as resoluc¸o˜es livres e projetivas. E no caso em que
R e´ um anel local profinito, enta˜o todo R-mo´dulo profinito projetivo e´ livre, vide [W-1998]
Prop. 7.5.1, portanto, nesse caso, resoluc¸o˜es projetivas sera˜o resoluc¸o˜es livres.
Os mo´dulos projetivos e os injetivos sa˜o duais e como as categorias de R-mo´dulos
profinitos PMod(R) e´ dual a categoria de R-mo´dulo discreto DMod(R), temos que os
R-mo´dulos discretos injetivos sa˜o os duais dos R-mo´dulos profinitos projetivos.
A seguir definiremos a´lgebra de grupo completa.
Definic¸a˜o 2.7. Sejam R um anel profinito comutativo e G um grupo profinito. A a´lgebra
de grupo completa R[[G]] do grupo G com coeficientes em R e´ definida como o limite
inverso da R-a´lgebra de grupo R(G/U) do grupo finito G/U
R[[G]] = lim
←−
U∈U
R(G/U)
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onde U e´ a colec¸a˜o de todos os subgrupos normais abertos de G.
Segue que R[[G]] e´ um anel profinito e pode ser expresso como limite inverso de ane´is
finitos
R[[G]] = lim
←−
U∈U , I∈I
(R/I)(G/U)
onde I e U percorrem os ideais abertos I de R e os subgrupos normais abertos de G,
respectivamente.
Proposic¸a˜o 2.2 ([W-1998], Prop. 7.5.1). Sejam R um anel profinito comutativo e G um
grupo profinito. Enta˜o R[[G]] e´ um anel local profinito se, e somente se, existe um nu´mero
primo p tal que R e´ um anel local pro-p e G e´ um grupo pro-p.
Seja G um grupo pro-p. Segue que Zp[[G]] e Fp[[G]] sa˜o ane´is locais pro-p e portanto
R[[G]]-mo´dulos profinitos projetivos sa˜o R[[G]]-mo´dulos profinitos livres, onde R e´ Zp ou Fp.
Os resultados a seguir permitem alternar a noc¸a˜o de G-mo´dulo pro-p e Zp[[G]]-mo´dulo
pro-p, onde G e´ um grupo pro-p.
Lema 2.1 ([Ki-1999], Lema 2). Sejam G um grupo pro-p e M um G-mo´dulo pro-p. Enta˜o
M tem uma estrutura natural de Zp[[G]]-mo´dulo pro-p. Ale´m disso, M tem uma base de
vizinhanc¸as de 0 dada pelos G-submo´dulos abertos.
Lema 2.2 ([Ki-1999], Cor. 4). Sejam G um grupo pro-p e M um G-mo´dulo pro-p. Sa˜o
equivalentes:
(a) M e´ f.g. como G-mo´dulo pro-p.
(b) M e´ f.g. como um Zp[[G]]-mo´dulo abstrato.
Vamos fixar que R e´ um anel profinito e R e´ uma R-a´lgebra.
Sejam A um R-mo´dulo a` direita profinito e B um R-mo´dulo a` esquerda profinito. O
produto tensorial completo de A por B sobre R, denotado por A⊗̂RB, e´ constru´ıdo
como segue: Se A = lim
←−
i∈I
Ai e B = lim←−
j∈J
Bj onde cada Ai e cada Bj e´ um R-mo´dulo finito a`
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direita e a` esquerda, respectivamente, enta˜o A⊗̂RB = lim←−
i∈I, j∈J
(Ai ⊗R Bj), onde Ai ⊗R Bj e´ o
produto tensorial usual de R-mo´dulos abstratos.
Se A ou B e´ finitamente gerado, enta˜o existe um isomorfismo de grupos abelianos:
A⊗̂RB ∼= A ⊗R B. Como no caso abstrato, o produto tensorial completo existe e e´ u´nico a
menos de isomorfismos. Vale ressaltar tambe´m que o produto tensorial completo comuta com
limite inverso. Outras propriedades de produto tensorial completo podem ser encontradas
em [RZ-2000], Prop. 5.5.3.
Fixemos A ∈ PMod(R). Denote ExtnR(A, ) : DMod(R) → DMod(R) o n-e´simo funtor
derivado a` direita de HomR(A, ). Vale ressaltar que o funtor Ext
n
R( , ) comuta com somas
diretas finitas.
O funtor ExtnR( , ) possui propriedades ana´logas ao caso abstrato, vide [RZ-2000], Prop.
6.1.7.
Agora considere o funtor ⊗̂R : PMod(Rop)× PMod(R)→ PMod(R).
Seja A um R-mo´dulo a` direita profinito. Denote por TorRn (A, ) o n-e´simo funtor derivado
de A⊗̂R. O funtor TorRn ( , ) possui propriedades ana´logas ao caso abstrato, no entanto,
comuta com limites inversos (diferente do caso abstrato), vide [RZ-2000], Cor. 6.1.10.
Agora iremos definir homologia e cohomologia de grupos profinitos.
Definic¸a˜o 2.8. Sejam G um grupo profinito e R um anel profinito comutativo. Considere
G agindo trivialmente em R, logo R torna-se R[[G]]-mo´dulo. O n-e´simo grupo de
cohomologia Hn(G,A) de G com coeficientes em um dado R[[G]]-mo´dulo discreto A e´
dado por Hn(G,A) = ExtnR[[G]](R, A). O n-e´simo grupo de homologia Hn(G,A) de G
com coeficientes em um dado R[[G]]-mo´dulo a` direita profinito A e´ dado por Hn(G,A) =
Tor
R[[G]]
n (A,R).
Decorre de [RZ-2000], Observac¸a˜o 6.2.5 e Lema 6.3.5, que na definic¸a˜o acima podemos
trocar R por Ẑ, o completamento profinito de Z.
Seja p um primo fixo.
Propriedades ana´logas ao caso abstrato ocorrem em dimenso˜es pequenas para Hn e H
n.
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Destacamos que se G e´ grupo pro-p, enta˜o
H1(G,Zp) ∼= G/[G,G]
e
H1(G,Fp) ∼= G/φ(G) = G/Gp[G,G]
onde G age trivialmente em Zp e Fp e φ(G) e´ o subgrupo de Frattini de G (intersec¸a˜o dos
subgrupos abertos maximais de G).
Para um grupo abeliano A, denotaremos por
Ap = {a ∈ A| ∃ n ≥ 0, |a| = pn}
sua componente p-prima´ria.
Como no caso abstrato, temos a definic¸a˜o de p-dimensa˜o cohomolo´gica.
Definic¸a˜o 2.9 ([RZ-2000]). Seja G um grupo profinito. A p-dimensa˜o cohomolo´gica
cdp(G) e´ o menor inteiro na˜o negativo n tal que H
k(G,M) e´ livre de p-torc¸a˜o para todo
k > n e para todo Ẑ[[G]]-mo´dulo discreto M , se tal n existe. Caso contra´rio, cdp(G) =∞.
Como no caso abstrato, se cdp(G) <∞ enta˜o G e´ livre de p-torc¸a˜o. Ale´m disso, cdp(G) ≤
n se, e somente se, existe uma resoluc¸a˜o projetiva de Zp (ou Fp) de comprimento n sobre
Zp[[G]] (ou Fp[[G]]). Equivalentemente, cdp(G) ≤ n se, e somente se, Hn+1(G,M) = 0 para
todo Ẑ[[G]]-mo´dulo M p-prima´rio discreto simples, vide [RZ-2000], Prop. 7.1.4.
Em particular, se G e´ um grupo pro-p temos a seguinte caracterizac¸a˜o de cdp(G):
Lema 2.3 ([RZ-2000], Cor. 7.1.6). Sejam G um grupo pro-p e n ∈ N fixo. Enta˜o cdp(G) ≤ n
se, e somente se, Hn+1(G,Fp) = 0.
Analogamente ao caso abstrato, se S e´ um subgrupo fechado de um grupo profinito G,
temos que cdp(S) ≤ cdp(G) e se cdp(G) < ∞ e S e´ aberto enta˜o cdp(S) = cdp(G). Ale´m
disso, cdp(G) = 0 se, e somente se, G e´ trivial. E um grupo pro-p G na˜o trivial e´ livre se, e
somente se, cdp(G) = 1, vide [RZ-2000], Teo. 7.7.4.
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Se G e´ um grupo pro-p, enta˜o Hn(G,Fp) e´ um espac¸o vetorial sobre o corpo Fp e portanto
faz sentido computar dimFp H
n(G,Fp). A seguir, temos o conceito de deficieˆncia de um grupo
pro-p.
Definic¸a˜o 2.10. Seja G um grupo pro-p finitamente apresenta´vel. Definimos a deficieˆncia
de G como o nu´mero
def(G) = dimFp H
1(G,Fp)− dimFp H2(G,Fp) = dimFp H1(G,Fp)− dimFp H2(G,Fp).
Observac¸a˜o 2.1. Note que, se X e´ um conjunto minimal de geradores e R e´ um conjunto
minimal de relac¸o˜es para um grupo pro-p finitamente apresentado G =< X|R > tal que R
e´ um subconjunto de um grupo pro-p livre com base X, enta˜o a cardinalidade de X e de R
correspondem a
|X| = dimFp H1(G,Fp) = dimFp H1(G,Fp)
e
|R| = dimFp H2(G,Fp) = dimFp H2(G,Fp),
respectivamente. Portanto, def(G) = |X| − |R|.
Agora iremos definir mo´dulos e grupos profinitos de tipo FPm.
Definic¸a˜o 2.11. Sejam G um grupo profinito e M um Zp[[G]]-mo´dulo profinito. Dizemos
que M e´ de tipo FPm sobre Zp[[G]] se M tem uma resoluc¸a˜o projetiva de Zp[[G]]-mo´dulos
profinitos onde todos os mo´dulos em dimensa˜o menor ou igual a m sa˜o finitamente gerados.
Se M for de tipo FPm para todo m, enta˜o M e´ dito de tipo FP∞.
Definic¸a˜o 2.12. Um grupo profinito G e´ de tipo FPm sobre Zp, para algum 0 ≤ m <
∞, se existe uma resoluc¸a˜o projetiva profinita do Zp[[G]]-mo´dulo trivial Zp,
. . .→ Pi → Pi−1 → . . .→ P0 → Zp → 0,
onde cada Pi e´ Zp[[G]]-mo´dulo projetivo f.g. para i ≤ m. E o grupo G e´ de tipo FP∞ se G
e´ de tipo FPm para todo m ≥ 0.
Nas duas u´ltimas definic¸o˜es, podemos trocar Zp por Fp.
Para uma demonstrac¸a˜o com maior riqueza de detalhes do Lema a seguir, vide [M-2009].
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Lema 2.4 ([P-1980], Teo. 1.6). Sejam G um grupo pro-p. Enta˜o
(a) G e´ de tipo FPm sobre Zp se e so´ se Hi(G,Fp) e´ finito ∀i ≤ m.
(b) G e´ de tipo FPm sobre Zp se e so´ se H i(G,Fp) e´ finito ∀i ≤ m.
Como consequeˆncia do Lema 2.4 e do conceito de deficieˆncia de um grupo, vide a
Observac¸a˜o 2.1, temos que um grupo pro-p G e´ finitamente apresenta´vel se, e somente se, G
e´ de tipo FP2 sobre Zp, diferentemente do caso abstrato.
Analogamente ao caso abstrato, um grupo pro-p G e´ de tipo FPm sobre Zp se, e somente
se, qualquer subgrupo aberto H de G tambe´m e´ de tipo FPm sobre Zp, vide [SW-2000],
Prop. 4.2.1.
Lema 2.5. Seja G um grupo de tipo FP∞. Para cada i ≥ 1, se
sup
U∈T
dimFp Hi(U,Fp) <∞
enta˜o
dimFp lim←−
U∈T
Hi(U,Fp) ≤ sup
U∈T
dimFp Hi(U,Fp) <∞.
Demonstrac¸a˜o: Para cada i ≥ 1 e U ∈ T , tem-se que Hi(U,Fp) e´ um espac¸o vetorial de
dimensa˜o finita sobre Fp, pois G tem tipo FP∞. Ale´m disso, por hipo´tese existe U0 ∈ T tal
que
sup
U∈T
dimFp Hi(U,Fp) = dimFp Hi(U0,Fp).
Segue que o sistema inverso sobrejetivo
{
ϕU( lim←−
U∈T
Hi(U,Fp)), U
}
, onde ϕU e´ a restric¸a˜o da
projec¸a˜o canoˆnica ao limite inverso
lim
←−
U∈T
Hi(U,Fp),
e´ tal que para U ≥ U0, Hi(U,Fp) ∼= Hi(U0,Fp). Portanto,
dimFp lim←−
U∈T
ϕU(Hi(U,Fp)) ≤ Hi(U0,Fp),
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logo
dimFp lim←−
U∈T
Hi(U,Fp) ≤ sup
{
dimFp Hi(U,Fp)| U ∈ T
}
<∞.

Observac¸a˜o 2.2. Podemos calcular cohomologia de grupos profinitos com coeficientes em
Zp[[G]]-mo´dulos profinitos. Para tanto, seja G um grupo pro-p de tipo FP∞ sobre Zp e com
cdp(G) <∞. Defina como no caso abstrato
H i(G,Zp[[G]]) = H i(HomZp[[G]](PZp ,Zp[[G]]))
onde P e´ uma resoluc¸a˜o projetiva escolhida do Zp[[G]]-mo´dulo trivial profinito Zp com todos
os projetivos f.g.
Definic¸a˜o 2.13. Sejam G um grupo pro-p e n ∈ N. Dizemos que G e´ um grupo pro-p de
dualidade de dimensa˜o n se as seguintes condic¸o˜es sa˜o satisfeitas:
1. cdp(G) = n.
2. G e´ de tipo FP∞ sobre Zp.
3. H i(G,Zp[[G]]) = 0 se i 6= n ou livre de p-torc¸a˜o para i = n, isto e´, Hn(G,Zp[[G]])p = 0.
Como no caso abstrato, temos a seguinte caracterizac¸a˜o:
Teorema 2.2 ([SW-2000], Teo. 4.5.1). Seja G um grupo pro-p de tipo FP∞ sobre Zp e
cdp(G) = n < ∞. Enta˜o G e´ um grupo pro-p de dualidade se, e somente se, Hn−i(G, ) ∼=
Hi(G,H
i(G,Zp[[G]])⊗̂Zp) para todo i ∈ Z.
Ale´m disso, se Hn(G,Zp[[G]]) ∼= Zp, enta˜o G e´ dito grupo pro-p de dualidade de
Poincare´ de dimensa˜o n. E se a ac¸a˜o de G em Hn(G,Zp[[G]]) e´ trivial, enta˜o G e´ dito
grupo pro-p de dualidade de Poincare´ orienta´vel, caso contra´rio G e´ na˜o orienta´vel.
O u´nico grupo pro-p de dualidade de Poincare´ de dimensa˜o 1 e´ Zp. A classe de grupos
de Demushkin infinitos, isto e´, grupos pro-p com um relator definidor, coincide com a classe
de grupos pro-p de dualidade de Poincare´ de dimensa˜o 2.
E como no caso abstrato, temos o seguinte resultado.
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Teorema 2.3 ([SW-2000], Prop. 4.4.1). Seja G um grupo pro-p de tipo FP∞ sobre Zp com
cdp(G) = n < ∞. E seja H um subgrupo aberto de G. Enta˜o G e´ um grupo pro-p de
dualidade (resp. dualidade de Poincare´) se, e somente se, H e´ um grupo de dualidade (resp.
dualidade de Poincare´).
Com frequeˆncia iremos fazer uso da notac¸a˜o grupo pro-p PDn ou grupo profinito
PDn para denotar um grupo pro-p de dualidade de Poincare´ de dimensa˜o n ou um grupo
profinito de dualidade de Poincare´ de dimensa˜o n, respectivamente.
Observac¸a˜o 2.3. Existem duas definic¸o˜es de um grupo profinito de dualidade de Poincare´
G em um primo p, a de Symonds-Weigel em [SW-2000] e a de Neukirch-Schmidt-Wingberg
em [NSW-2000]. As definic¸o˜es diferem em um ponto: que G deve ser de tipo FP∞ sobre Zp.
Ambas definic¸o˜es sa˜o equivalentes no caso pro-p. Em [KZ-2008] e [K-2009] foi adotada a
definic¸a˜o dada por Symonds-Weigel, [SW-2000], que esta´ de acordo com a definic¸a˜o do caso
abstrato em [B-1982], Cap. 8, Teo. 10.1.
Analogamente ao caso abstrato, temos a p-caracter´ıstica de Euler de um grupo
profinito.
Definic¸a˜o 2.14. Seja G um grupo profinito de tipo FP∞ sobre Zp com cdp(G) = n < ∞.
Definimos a p-caracter´ıstica de Euler de G por
χp(G) =
∑
0≤i≤cdp(G)
(−1)ipostoZp(Hi(G,Zp))
onde para qualquer grupo abeliano profinito f.g. B, postoZp(B) = dimQp(Qp ⊗Zp B), onde
Qp e´ o corpo de frac¸o˜es de Zp.
Usando resoluc¸a˜o projetiva e´ poss´ıvel mostrar que χp(G) =
∑
0≤i≤cdp(G)(−1)i dimFp(Hi(G,Fp)).
Como no caso abstrato:
Lema 2.6. 1. Seja G um grupo pro-p de dualidade de Poincare´ orienta´vel de dimensa˜o
n ı´mpar, enta˜o χp(G) = 0.
2. Sejam G um grupo profinito de tipo FP∞ sobre Zp e H e´ um subgrupo aberto de G,
enta˜o χp(H) = [G : H]χp(G).
CAPI´TULO 3
RESOLUC¸O˜ES
Nesta sec¸a˜o iremos construir resoluc¸o˜es essenciais para demonstrar os Teoremas Principais.
Ale´m disso, aplicaremos tais construc¸o˜es ainda neste cap´ıtulo e estabeleceremos alguns resul-
tados preliminares que faremos uso tambe´m no pro´ximo cap´ıtulo, no resultados principais:
Teorema Principal 1. Seja p um primo fixo. Seja n ≥ 5. Seja G um grupo abstrato PDn
orienta´vel. Suponha que o completamento pro-p Ĝp de G e´ infinito e na˜o e´ virtualmente um
grupo pro-p PDn. Suponha ale´m disso que:
(a) sup
{
dimFp H1(Ûp,Fp)| U / G de ı´ndice poteˆncia de p
}
e´ finito.
(b) supU∈T dimFp Hi(U,Fp) <∞, para 0 ≤ i ≤ n.
Enta˜o Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PDs para algum s ≤ n− 2.
Teorema Principal 2. Seja p um primo fixo. Seja G um grupo abstrato PD4 orienta´vel.
Suponha que o completamento pro-p Ĝp de G e´ infinito e na˜o e´ virtualmente um grupo pro-p
PD4. Suponha ale´m disso que: ∃ m > 0 tal que ∀ U / G de ı´ndice poteˆncia de p em G,
32
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tem-se
dimFp Hi(U,Fp)− dimFp Hi(Ûp,Fp) ≤ m, ∀ 0 ≤ i ≤ 4.
Enta˜o Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PDs para algum s ≤ 2.
Construc¸o˜es
Lema 3.1. Seja
A : . . .→ Ai αi→ Ai−1 → . . .→ A1 → A0 → 0
um complexo de mo´dulos projetivos (projetivos para i ≥ 1).
Defina
A˜ : . . .→ Ai αi→ Ai−1 → . . .→ A1 α1→ Im(α1)→ 0.
Seja
B : . . .→ Bi βi→ Bi−1 → . . .→ B1 → A0/Im(α1)→ 0
uma resoluc¸a˜o projetiva de A0/Im(α1).
Enta˜o existe uma sequeˆncia exata curta de complexos
0→ A˜ → C → B → 0, (3.1)
ate´ dimensa˜o j, onde
C : . . .→ C2 → C1 → A0 → 0,
nos seguintes casos:
(a) j = 2;
(b) j > 2, no caso que
Hj−2(A˜) = Hj−1(A˜) = . . . = H1(A˜) = 0
Demonstrac¸a˜o: (a):
Seja M0 = Im(α1).
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Considere o diagrama comutativo a seguir
0 //M0 // A0 // // A0/M0 // 0
0 // A1
α1
OO
ι1
// C1 = A1 ⊕B1
γ1
OO
pi1
// B1
∃σ1
gg
β1
OO
// 0
0 // Ker(α1)
?
OO
// Ker(γ1)
?
OO
// Ker(β1)
?
OO
// 0
onde σ1 existe pela projetividade de B1 e γ1 = σ1 ◦ pi1.
Enta˜o, como o diagrama e´ comutativo, as colunas sa˜o exatas e as duas primeiras linhas
sa˜o exatas, segue pelo Lema 3× 3, [R-1979], pa´g. 175, que a u´ltima linha e´ exata.
Agora considere o diagrama abaixo
0 //M0 // A0 // // A0/M0 // 0
0 // A1
α1
OO
ι1
// C1 = A1 ⊕B1
γ1
OO
pi1
// B1
∃σ1
gg
β1
OO
// 0
0 // Ker(α1)
?
OO
// Ker(γ1)
?
OO
// // Ker(β1)
?
OO
// 0
0 // A2
α2
OO
ι2
// C2 = A2 ⊕B2
γ2
OO
pi2
// B2
∃σ2
gg
β2
OO
// 0
onde σ2 existe pela projetividade de B2 e γ2 = σ2 ◦ pi2. Portanto, (a) segue.
(b):
Por hipo´tese, H1(A˜) = 0 e por exatida˜o do complexo B, temos que H1(B) = 0.
Usando sequeˆncia exata longa associada a sequeˆncia exata curta de complexos (3.1), temos
a sequeˆncia exata longa em homologia
. . .→ H1(A˜) = 0→ H1(C)→ H1(B) = 0→ . . . ,
portanto H1(C) = 0 e temos que Ker(γ1) = Im(γ2).
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Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo
0 // Im(α2) // Im(γ2) // // Im(β2) // 0
0 // A2
α2
OO
ι2
// C2 = A2 ⊕B2
γ2
OO
pi2
// B2
∃σ2
gg
β2
OO
// 0
0 // Ker(α2)
?
OO
// Ker(γ2)
?
OO
// Ker(β2)
?
OO
// 0
onde σ2 existe pela projetividade de B2 e γ2 = σ2 ◦ pi2. Como o diagrama e´ comutativo, as
colunas sa˜o exatas e as duas primeiras linhas tambe´m, segue pelo Lema 3×3, [R-1979], pa´g.
175, que a u´ltima linha e´ exata.
Portanto, temos o diagrama
0 // Ker(α2) // Ker(γ2) // // Ker(β2) // 0
0 // A3
α3
OO
ι3
// C3 = A3 ⊕B3
γ3
OO
pi3
// B3
∃σ3
gg
β3
OO
// 0
onde σ3 existe por projetividade de B3 e γ3 = σ3 ◦ pi3.
Por hipo´tese temos que H2(A˜) = 0 e por exatida˜o do complexo B, temos que H2(B) = 0.
Logo da sequeˆncia exata longa em homologia, temos que H2(C) = 0, assim Ker(γ2) =
Im(γ3).
Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo
0 // Im(α3) // Im(γ3) // // Im(β3) // 0
0 // A3
α3
OO
ι3
// C3 = A3 ⊕B3
γ3
OO
pi3
// B3
∃σ3
gg
β3
OO
// 0
0 // Ker(α3)
?
OO
// Ker(γ3)
?
OO
// Ker(β3)
?
OO
// 0
e novamente como o diagrama e´ comutativo, as colunas exatas e as duas primeiras linhas
tambe´m exatas, temos pelo Lema 3× 3, [R-1979], pa´g. 175, que a u´ltima linha e´ exata.
Continuando assim por diante, para j ≥ 4 se
0 // Ker(αj−2) // Ker(γj−2) // // Ker(βj−2) // 0
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e´ uma sequeˆncia exata curta, enta˜o como por hipo´tese Hj−2(A˜) = 0 e por exatida˜o do
complexo B, temos Hj−2(B) = 0, segue da sequeˆncia exata longa em homologia que
Hj−2(C) = 0, assim Ker(γj−2) = Im(γj−1).
Portanto, temos o seguinte diagrama comutativo
0 // Im(αj−1) // Im(γj−1) // // Im(βj−1) // 0
0 // Aj−1
αj−1
OO
ιj−1
// Cj−1 = Aj−1 ⊕Bj−1
γj−1
OO
pij−1
// Bj−1
∃σj−1
ii
βj−1
OO
// 0
0 // Ker(αj−1)
?
OO
// Ker(γj−1)
?
OO
// Ker(βj−1)
?
OO
// 0
onde σj−1 existe por projetividade de Bj−1 e γj−1 = σj−1 ◦ pij−1. E como o diagrama e´
comutativo, as colunas sa˜o exatas e as duas primeiras linhas sa˜o exatas, temos que a u´ltima
linha e´ exata, pelo Lema 3 × 3, [R-1979], pa´g. 175. Portanto, obtemos γj conforme o
diagrama abaixo
0 // Ker(αj−1) // Ker(γj−1) // // Ker(βj−1) // 0
0 // Aj
αj
OO
ιj
// Cj = Aj ⊕Bj
γj
OO
pij
// Bj
∃σj
hh
βj
OO
// 0
onde σj existe pela projetividade de Bj e γj = σj ◦ pij. Portanto, segue (b).

Seja
A : . . .→ Ai+1 αi+1→ Ai → . . .→ A1 → A0 → 0
um complexo de mo´dulos projetivos para i ≥ 1 e defina os seguintes complexos
A′ : . . .→ Ai+2 → Ai+1 → Ai → 0
e
A˜′ : . . .→ Ai+2 → Ai+1 → Im(αi+1)→ 0.
Lema 3.2. Existe uma sequeˆncia exata curta de complexos
A˜′ → C ′ → B˘
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ate´ dimensa˜o i+ j, onde pelo Lema 3.1{
j = 2 se Hi+1(A) 6= 0
j > 2 se Hj−2+i(A) = . . . = Hi+1(A) = 0
(3.2)
e onde
B˘ : . . .→ Bi+2 → Bi+1 → Ker(αi)/Im(αi+1)→ 0
e´ uma resoluc¸a˜o projetiva de Ker(αi)/Im(αi+1) e
C ′ : . . .→ Ci+2 → Ci+1 → Ker(αi)→ 0
e´ um complexo, onde Ct = At ⊕Bt, para t > i.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Lema 3.1, segue que existe a seguinte sequeˆncia exata curta
A˜′ → C ′ → B˘
ate´ dimensa˜o i+ j, onde j e´ dado por (3.2), conforme o Lema 3.1.

Lema 3.3. O complexo C
C : . . . // Ci+2 // Ci+1
$$ $$
// Ai αi
// Ai−1 // . . . // A0 // 0,
Ker(αi)
?
OO
onde Ct = At⊕Bt, ∀t ≥ i+1, obtido da colagem do complexo C ′ do Lema 3.2 com o complexo
0→ Ker(αi)→ Ai → . . .→ A0 → 0
induzido por A, e´ tal que existe a sequeˆncia exata curta de complexos
A ι→ C ρ→ B (3.3)
ate´ a dimensa˜o i+ j, onde j vem do Lema 3.1 e e´ dado por (3.2), e
B : . . .→ Bi+2 → Bi+1 → 0
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e´ uma resoluc¸a˜o projetiva apagada de Ker(αi)/Im(αi+1) (isto e´, obtida de B˘ depois de
apagar Ker(αi)/Im(αi+1) e fazer translac¸a˜o de ı´ndices), ou seja, Hj(B) = 0 para j 6= i+ 1
e Hi+1(B) ∼= Hi(A). Ale´m disso,
Hj(A) ∼= Hj(C) para j 6= i e Hi(C) = 0. (3.4)
Demonstrac¸a˜o: Pelo Lema 3.2, resta mostrar apenas (3.4).
Associada a sequeˆncia exata curta (3.3), existe a sequeˆncia exata longa em homologia
. . .
ρi+1→ Hi+1(B) ∆i+1→ Hi(A) ιi→ Hi(C) ρi→ Hi(B) ∆i→ Hi−1(A) ιi−1→ Hi−1(C) ρi−1→ . . . ρ0→ H0(B)→ 0
e como Hi+1(B) ∼= Hi(A), isto e´, ∆i+1 e´ isomorfismo (isto segue da definic¸a˜o de
homomorfismo de conexa˜o, vide pag. 171 Teorema 6.2 em [R-1979]), temos que Hi(A) =
Im(∆i+1) = Ker(ιi), logo Im(ιi) = 0 = Ker(ρi) e como Im(ρi) ⊆ Hi(B) = 0, segue pelo
Teorema do Isomorfismo para Mo´dulos que Hi(C) = 0.
Se j 6= i+ 1, i, temos que Hj(B) = Hj+1(B) = 0, portanto da sequeˆncia exata
. . .→ Hj+1(B) = 0→ Hj(A)→ Hj(C)→ Hj(B) = 0→ . . .
obtemos que Hj(A) ∼= Hj(C). Finalmente se j = i+ 1, temos a sequeˆncia exata longa
. . .→ Hi+2(B) = 0 ∆i+2→ Hi+1(A) ιi+1→ Hi+1(C) ρi+1→ Hi+1(B)
∆i+1→
iso Hi(A)→ . . . ,
ale´m disso, como 0 = Ker(∆i+1) = Im(ρi+1), segue que Hi+1(C) = Ker(ρi+1) = Im(ιi+1)
e portanto ιi+1 e´ sobrejetiva. Agora note que de Hi+2(B) = 0, segue que 0 = Im(∆i+2) =
Ker(ιi+1), logo ιi+1 e´ injetiva e portanto isomorfismo. Segue portanto de Hj(B) = 0, para
j 6= i+ 1, e Hi+1(B) ∼= Hi(A) que
Hj(A) ∼= Hj(C) para j 6= i e Hi(C) = 0 (3.5)
e portanto C e´ exato em dimensa˜o i.

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Aplicac¸o˜es e resultados preliminares
Sejam p um nu´mero primo fixo e G um grupo abstrato PDn orienta´vel. Seja T um
conjunto dirigido de subgrupos normais de ı´ndice poteˆncia p em G tal que T induz a topologia
pro-p de G. Seja
R : 0→ Rn ∂n→ . . . ∂3→ R2 ∂2→ R1 ∂1→ R0 ∂0→ Z→ 0
uma resoluc¸a˜o projetiva do Z[G]-mo´dulo (a` direita) trivial Z com todos os projetivos f.g.
Considere o complexo RU = R⊗Z[U ] Fp para U ∈ T . Seja
R̂ : 0→ R̂n ∂̂n→ . . . ∂̂3→ R̂2 ∂̂2→ R̂1 ∂̂1→ R̂0 ∂̂0→ Fp → 0
o limite inverso dos complexos RU sobre U ∈ T . Segue de (1) em [KZ-2008] que
R̂ ∼= R⊗Z[G] Fp[[Ĝp]]
e pelo Lema 2.1 em [KZ-2008]
Hi(R̂) ∼= lim←−
U∈T
Hi(RU) ∼= lim←−
U∈T
Hi(U,Fp).
Seja j ≥ 1. Se Hj(R̂) e´ um Fp[[Ĝp]]-mo´dulo finito, existe sj ∈ N tal que Hj(R̂) ∼= Fsjp .
Seja G0 ∈ T tal que M = (̂G0)p age trivialmente sobre Hj(R̂) para todo j.
Lema 3.4. Seja p um primo fixo. Seja G um grupo abstrato PDn orienta´vel. Suponha que
o completamento pro-p Ĝp de G e´ infinito. Se Ĝp e´ de tipo FPk sobre Zp, enta˜o Fp tem tipo
FPk sobre Zp[[Ĝp]]. Em particular, ⊕finitaFp tem tipo FPk sobre Zp[[Ĝp]].
Demonstrac¸a˜o: A justificativa que segue e´ baseada na demonstrac¸a˜o do Lema 1 em
[D.H.K-2009].
Seja R um anel profinito. Do Lema 7.2.2 em [W-1998], temos para quaisquer R-mo´dulos
profinitos finitamente gerados M1 e M2, que qualquer homomorfismo ϕ : M1 → M2 de R-
mo´dulos abstratos e´ cont´ınuo. Isso implica que Mi e´ de tipo FPk como R-mo´dulo profinito
se, e somente se, Mi tem tipo FPk como R-mo´dulo abstrato. Vamos aplicar isso para a
Proposic¸a˜o 1.3 (”mudanc¸a de dimensa˜o”) com R = Zp[[Ĝp]].
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Considere a sequeˆncia exata curta
pZp ↪→ Zp  Fp
de Zp[[Ĝp]]-mo´dulos profinitos, onde pZp ∼= Zp e´ por hipo´tese de tipo FPk como mo´dulo
pro-p (logo como mo´dulo abstrato) sobre Zp[[Ĝp]]. Portanto, pelo item (a) da Proposic¸a˜o
1.3, segue que Fp e´ de tipo FPk como mo´dulo abstrato sobre Zp[[Ĝp]], portanto Fp e´ de tipo
FPk como mo´dulo pro-p sobre Zp[[Ĝp]].
Em particular, a soma direta finita ⊕finitaFp tem tipo FPk (como mo´dulo abstrato e
pro-p) sobre Zp[[Ĝp]] (isto e´ consequeˆncia imediata do item (c) da Proposic¸a˜o 1.3).

No caso n ≥ 5, nas condic¸o˜es do Teorema Principal 1, temos que Ĝp e´ virtualmente pro-p
anal´ıtico. Portanto e´ de tipo FP∞. O seguinte Lema sera´ usado somente no caso n = 4 para
obter que Ĝp, nas condic¸o˜es do Teorema Principal 2, e´ de tipo FP∞. Observamos que no
seguinte Lema na˜o supomos as hipo´teses dos Teoremas Principais.
Lema 3.5. Seja p um primo fixo. Seja G um grupo abstrato PDn orienta´vel. Suponha que
o completamento pro-p Ĝp de G e´ infinito e dimFp Hj(R̂) < ∞, ∀j. Enta˜o se Ĝp e´ de tipo
FPk sobre Zp, vamos ter que Ĝp tem tipo FPk+3 sobre Zp. Em particular, Ĝp tem tipo FP∞
sobre Zp.
Demonstrac¸a˜o: Observamos que M = (̂G0)p tem tipo FPk se, e somente se, Ĝp tem tipo
FPk. Pelo Lema 3.4, temos que ⊕finitaFp e´ de tipo FPk sobre Zp[[M ]]. Em particular, Hj(R̂)
e´ de tipo FPk sobre Zp[[M ]], para j ≥ 1. Portanto, existe uma resoluc¸a˜o projetiva pro-p
apagada deslocada de Hj(R̂) sobre Zp[[M ]]
S(j) : . . .→ S(j)j+1+k → . . .→ S(j)j+3 → S(j)j+2 → S(j)j+1 → 0→ 0→ . . .→ 0 (3.6)
tal que S(j)i = 0 para i ≤ j e os Zp[[M ]]-mo´dulos projetivos pro-p S(j)i sa˜o finitamente gerados
para j + 1 ≤ i ≤ j + 1 + k. Isto e´, Hi(S(j)) = 0 para i 6= j + 1 e Hj+1(S(j)) ∼= Hj(R̂).
Considere a sequeˆncia exata curta (definida ate´ dimensa˜o j + 2, conforme Lema 3.3) de
complexos de Zp[[M ]]-mo´dulos
R̂ ↪→ Q(j)  S(j) (3.7)
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onde S(j)i = 0 para i ≤ j e, para i ≥ 0, Q(j)i = R̂i⊕S(j)i (pois S(j) conte´m somente projetivos)
e´ tal que
Hj(Q(j)) = 0 e Hi(Q(j)) ∼= Hi(R̂) para i 6= j, (3.8)
por (3.5) no Lema 3.3 com A = R̂, C = Q(j) e B = S(j).
Observe que Q(j)i e´ f.g. para 0 ≤ i ≤ j + 1 + k, pois R̂i e´ f.g. para todo i, S(j)i e´ f.g. para
j + 1 ≤ i ≤ j + 1 + k e S(j)i = 0 para i ≤ j (resoluc¸a˜o deslocada nos j-primeiros termos).
Note em (3.8) que Hi(Q(j)) ∼= Hi(R̂) para i 6= j. Em particular, temos que Hj−1(Q(j)) ∼=
Hj−1(R̂) que tem tipo FPk sobre Zp[[M ]], por hipo´tese e pelo Lema 3.4. Portanto, existe
uma resoluc¸a˜o projetiva pro-p apagada deslocada de Hj−1(Q(j))
S(j−1) : . . .→ S(j−1)j+k → . . .→ S(j−1)j+2 → S(j−1)j+1 → S(j−1)j → 0→ . . .→ 0 (3.9)
tal que S(j−1)i = 0 para i ≤ j−1 e os Zp[[M ]]-mo´dulos projetivos pro-p S(j−1)i sa˜o finitamente
gerados para j ≤ i ≤ j + k. Isto e´, Hi(S(j−1)) = 0 para i 6= j e Hj(S(j−1)) ∼= Hj−1(R̂).
Prosseguindo, considere a sequeˆncia exata curta (exata ate´ dimensa˜o j + 2, pois
Hj(Q(j)) = 0, conforme Lema 3.3) de complexos de Zp[[M ]]-mo´dulos
Q(j) ↪→ Q(j,j−1)  S(j−1) (3.10)
onde S(j−1)i = 0 para i ≤ j−1 e, para todo i ≥ 0, Q(j,j−1)i = Q(j)i ⊕S(j−1)i (pois S(j−1) conte´m
somente projetivos) e´ tal que
Hj−1(Q(j,j−1)) = 0 e Hi(Q(j,j−1)) ∼= Hi(Q(j)) para i 6= j − 1, (3.11)
por (3.5) no Lema 3.3 com A = Q(j), C = Q(j,j−1) e B = S(j−1).
Observe que Q(j,j−1)i e´ f.g. para 0 ≤ i ≤ j + k, pois Q(j)i e´ f.g. para 0 ≤ i ≤ j + 1 + k,
S(j−1)i e´ f.g. para j ≤ i ≤ j + k e S(j−1)i = 0 para i ≤ j − 1 (resoluc¸a˜o deslocada nos
(j − 1)-primeiros termos).
Suponha por hipo´tese de induc¸a˜o que ja´ constru´ımos
Q(j,j−1,j−2,...,j−λ) = Q(j,j−1,j−2,...,j−λ+1) ⊕ S(j−λ),
onde λ e´ um nu´mero natural tal que 1 < λ < j − 2 e S(j−λ) e´ uma resoluc¸a˜o projetiva pro-p
apagada deslocada do Zp[[M ]]-mo´dulo Hj−λ(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ+1)) ∼= Hj−λ(R̂), isto e´, S(j−λ)i e´
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f.g. para j − λ+ 1 ≤ i ≤ j − λ+ 1 + k e S(j−λ)i = 0 para i ≤ j − λ (resoluc¸a˜o deslocada dos
(j − λ)-primeiros termos). E que Q(j,j−1,j−2,...,j−λ+1)i e´ f.g. para 0 ≤ i ≤ j − λ+ 2 + k. Ale´m
disso,
Hj−λ(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ)) = 0 e Hi(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ)) ∼= Hi(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ+1)), (3.12)
para i 6= j − λ, por (3.5) no Lema 3.3 com A = Q(j,j−1,j−2,...,j−λ+1), C = Q(j,j−1,j−2,...,j−λ) e
B = S(j−λ).
Enta˜o, Q(j,j−1,j−2,...,j−λ)i e´ f.g. para 0 ≤ i ≤ j − λ + 1 + k, pois por hipo´tese de induc¸a˜o
Q(j,j−1,j−2,...,j−λ+1)i e´ f.g. para 0 ≤ i ≤ j−λ+2+k, S(j−λ)i e´ f.g. para j−λ+1 ≤ i ≤ j−λ+1+k
e S(j−λ)i = 0 para i ≤ j − λ (resoluc¸a˜o deslocada nos (j − λ)-primeiros termos).
Note que de (3.8), (3.11) e (3.12), temos que
Hi(Qj,j−1,...,j−λ) = 0 para j − λ ≤ i ≤ j (3.13)
e
Hi(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ)) ∼= Hi(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ+1)) ∼= . . . ∼= Hi(Q(j,j−1)) ∼= Hi(Q(j)) ∼= Hi(R̂),
(3.14)
para i ≤ j − λ − 1, que e´ de tipo FPk sobre Zp[[M ]], por hipo´tese e pelo Lema
3.4. Em particular, existe S(j−λ−1) uma resoluc¸a˜o projetiva pro-p apagada deslocada de
Hj−λ−1(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ)) sobre Zp[[M ]], tal que S(j−λ−1)i = 0 para i ≤ j − λ− 1 e S(j−λ−1)i e´
finitamente gerado para j − λ ≤ i ≤ j − λ+ k. Isto e´,
Hi(S(j−λ−1)) = 0 para i 6= j − λ e Hj−λ(S(j−λ−1)) ∼= Hj−λ−1(R̂). (3.15)
Considere a sequeˆncia exata curta (exata ate´ dimensa˜o j + 2, conforme (3.13) e Lema
3.3) de complexos de Zp[[M ]]-mo´dulos
Q(j,j−1,j−2,...,j−λ) ↪→ Q(j,j−1,j−2,...,j−λ−1)  S(j−λ−1) (3.16)
onde S(j−λ−1)i = 0 para i ≤ j − λ − 1 e, para todo i ≥ 0, Q(j,j−1,j−2,...,j−λ−1)i =
Q(j,j−1,j−2,...,j−λ)i ⊕ S(j−λ−1)i , pois S(j−λ−1) conte´m somente projetivos. Por (3.16) e por
construc¸a˜o (vide (3.5) no Lema 3.3 com A = Q(j,j−1,j−2,...,j−λ), C = Q(j,j−1,j−2,...,j−λ−1) e
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B = S(j−λ−1)), segue que
Hj−λ−1(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ−1)) = 0 e Hi(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ−1)) ∼= Hi(Q(j,j−1,j−2,...,j−λ)),
(3.17)
para i 6= j − λ− 1. Agora observe que Q(j,j−1,j−2,...,j−λ−1)i e´ f.g. para 0 ≤ i ≤ j − λ+ k. De
fato, por hipo´tese de induc¸a˜o, temos que Q(j,j−1,j−2,...,j−λ)i e´ f.g. para 0 ≤ i ≤ j − λ+ 1 + k,
S(j−λ−1)i e´ f.g. para j − λ ≤ i ≤ j − λ + k e S(j−λ−1)i = 0 para i ≤ j − λ − 1 (resoluc¸a˜o
deslocada nos (j − λ− 1)-primeiros termos).
Portanto, em particular, usando o Lema 3.4 e por induc¸a˜o podemos construir o seguinte
complexo Q(j,j−1,j−2,...,2) onde temos sequeˆncia exata curta ate´ dimensa˜o j + 2
Q(j,j−1,j−2,...,3) ↪→ Q(j,j−1,j−2,...,2)  S(2) (3.18)
onde S(2) e´ uma resoluc¸a˜o projetiva pro-p apagada deslocada de H2(Q(j,j−1,j−2,...,3)) sobre
Zp[[M ]] com os projetivos S(2)i finitamente gerados para 3 ≤ i ≤ 3 + k, S(2)i = 0 para i ≤ 2
e H3(S(2)) ∼= H2(Q(j,j−1,j−2,...,3)). Ale´m disso, por (3.8), (3.11) e (3.17) temos que
H2(Q(j,j−1,j−2,...,2)) = 0 e Hi(Q(j,j−1,j−2,...,2)) ∼= Hi(Q(j,j−1,j−2,...,3)) para i 6= 2.
(3.19)
Portanto, como Hi(Q(j,j−1,j−2,...,3)) = 0 para i ∈ {j, j − 1, j − 2, . . . , 3}, segue por (3.19) que
Q(j,j−1,j−2,...,2) ate´ dimensa˜o j + 1 e´ uma resoluc¸a˜o projetiva de Fp sobre Zp[[M ]].
Note que por construc¸a˜o Q(j,j−1,j−2,...,2)i e´ f.g. para todo 0 ≤ i ≤ k + 3, logo conclu´ımos
que Fp e´ de tipo FPk+3 sobre Zp[[M ]]. Logo Fp e´ de tipo FPk+3 sobre Fp[[M ]], portanto Ĝp
e´ de tipo FPk+3 sobre Fp. Em particular, como todo grupo e´ tipo FP0, obtemos que Ĝp e´ de
tipo FP3r para todo nu´mero natural r, logo Ĝp e´ de tipo FP∞ sobre Fp. E equivalentemente,
segue por [P-1980], pa´g. 59, que Ĝp e´ de tipo FP∞ sobre Zp.

Lema 3.6. Hi(R̂) = 0 para i = 0, 1, n.
Demonstrac¸a˜o: Como o produto tensorial e´ funtor exato a` direita, temos que H0(R̂) = 0.
Ale´m disso,
H1(U,Fp) ∼= U
[U,U ]Up
∼= Ûp
[Ûp, Ûp]Û
p
p
∼= H1(Ûp,Fp)
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logo como limite inverso comuta com homologia cont´ınua tem-se que
H1(R̂) ∼= lim←−
U∈T
H1(U,Fp) ∼= lim←−
U∈T
H1(Ûp,Fp) = H1( lim←−
U∈T
Ûp,Fp) = H1(1,Fp) = 0.
Como G e´ um grupo PDn orienta´vel, temos que todo subgrupo de ı´ndice finito em G tambe´m
o e´. Logo, para todo U ∈ T , temos que Hn(U,Fp) ∼= H0(U,Fp) ∼= Fp pois U age trivialmente
em Fp. Portanto, lim←−
U∈T
Hn(U,Fp) e´ 0 ou Fp, pelo Lema 2.5. Suponha que Hn(R̂) ∼= Fp. Note
que como Fp[[Ĝp]] e´ anel local, cada Fp[[Ĝp]]-mo´dulo projetivo finitamente gerado e´ livre,
portanto R̂n e´ um Fp[[Ĝp]]-mo´dulo livre de posto finito. Logo, existe um nu´mero natural t
tal que
Fp ∼= Hn(R̂) = Ker∂̂n ⊆ R̂n ∼= Fp[[Ĝp]]t
isto e´, o Fp[[Ĝp]]-mo´dulo trivial Fp e´ um submo´dulo finito de Fp[[Ĝp]], o que e´ um absurdo pela
Proposic¸a˜o 3.1 em [KZ-2008] ou, com maiores detalhes, por [M-2009], pa´gina 124. Portanto,
Hn(R̂) = 0. 
A demonstrac¸a˜o do Lema a seguir e´ baseada nas ideias da demonstrac¸a˜o do Teorema 1
em [K-2009].
Lema 3.7. dimFp H2(R̂) ≤ m.
Demonstrac¸a˜o: A aplicac¸a˜o canoˆnica
ϕ2,U : H2(U,Fp)→ H2(Û ,Fp)
e´ um epimorfismo e dimFp H2(R̂) e´ finito. De fato, H2(U,Fp) ∼= H2(R ⊗Z[U ] Fp) ∼=
H2(R̂ ⊗Fp[[Ûp]] Fp). A resoluc¸a˜o parcial projetiva profinita do Fp[[Ûp]]-mo´dulo trivial Fp
R̂2 ∂̂2→ R̂1 ∂̂1→ R̂0 → Fp → 0
pode ser estendida para a resoluc¸a˜o parcial projetiva
S : S ν→ R̂2 ∂̂2→ R̂1 ∂̂1→ R̂0 → Fp → 0
onde o Fp[[Ûp]]-mo´dulo S conte´m R̂3 como um submo´dulo fechado e ν e´ uma extensa˜o de
∂̂3 : R̂3 → R̂2. Logo, H2(Ûp,Fp) ∼= H2(S ⊗Fp[[Ûp]] Fp) e´ um quociente de H2(R̂ ⊗Fp[[Ûp]] Fp) ∼=
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H2(U,Fp) e portanto ϕ2,U e´ sobrejetiva. Disto e da hipo´tese do Teorema Principal 2 e a
Observac¸a˜o 1 do Teorema Principal 1, segue que
dimFp Ker(ϕ2,U) = dimFp H2(U,Fp)− dimFp H2(Ûp,Fp) ≤ m
logo na˜o depende de U ∈ T e segue que
sup
U∈T
dimFp Ker(ϕ2,U) ≤ m.
Portanto, pelo Lema 2.5 temos que
dimFp lim←−
U∈T
Ker(ϕ2,U) ≤ sup
U∈T
dimFp Ker(ϕ2,U) ≤ m
e da sequeˆncia exata
0→ lim
←−
U∈T
Ker(ϕ2,U)→ lim←−
U∈T
H2(U,Fp)→ ( lim←−
U∈T
H2(Ûp,Fp)) = 0→ . . .
segue que
dimFp Tor
Z[G]
2 (Z,Fp[[Ĝp]]) = dimFp H2(R̂) = dimFp lim←−
U∈T
H2(U,Fp) = dimFp lim←−
U∈T
Ker(ϕ2,U) ≤ m.

O Lema a seguir mostra que Hi(R̂) e´ finito para todo i ≤ n.
Lema 3.8. (a) Nas condic¸o˜es do Teorema Principal 2, para U ∈ T e para a aplicac¸a˜o
canoˆnica
ϕ3,U : H3(U,Fp)→ H3(Ûp,Fp)
temos que
dimFp Coker(ϕ3,U) = dimFp H3(Ûp,Fp)− dimFp Im(ϕ3,U)
≤ s2 <∞
(3.20)
onde s2 = dimFp H2(R̂).
(b) Nas condic¸o˜es do Teorema Principal 1 ou Teorema Principal 2,
Tor
Z[G]
j (Z,Fp[[Ĝp]]) ∼= Hj(R̂) = Hj(R⊗Z[G] Fp[[Ĝp]])
e´ finito para j ≤ n.
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Demonstrac¸a˜o de (a) e (b): No caso do Teorema Principal 1, dimFp Hj(R̂) =
dimFp lim←−
U∈T
Hi(U,Fp) < ∞ pela Observac¸a˜o 1 do Teorema Principal 1. Podemos supor
que estamos nas hipo´teses do Teorema Principal 2 e mostraremos (a) e (b). Usaremos
as construc¸o˜es ja´ feitas em (3.19) no Lema 3.5, com R̂ = R⊗Z[G] Fp[[Ĝp]] e U = G para o
complexo de projetivos S(j), mas sem a condic¸a˜o de que o complexo S(j) seja de mo´dulos
finitamente gerados ate´ uma certa dimensa˜o (isto e´, sem que S(j)i seja necessariamente f.g.
para 0 ≤ i ≤ k, para algum k ∈ N).
Pelos Lemas 3.7 e 3.6, temos que mostrar apenas que H3(R̂) e´ finito.
Primeiramente, note que pelo Lema 3.7, H2(R̂) e´ um Fp[[Ĝp]]-mo´dulo finito, logo existe
s2 ∈ N tal que
H2(R̂) = Fs2p = Fp ⊕ . . .⊕ Fp︸ ︷︷ ︸
s2
isto e´, s2 = dimFp H2(R̂) e´ finito. Observamos que existe U0 ∈ T tal que U0 age trivialmente
sobre H2(R̂). Consideraremos somente U ∈ T tal que U ⊆ U0.
Como
R̂⊗̂Fp[[Ûp]]Fp = R⊗Z[G] Fp[[Ĝp]]⊗Fp[[Ûp]] Fp ∼= R⊗Z[G] Fp[G/U ]
temos pelo Lema de Shapiro que
H3(R̂⊗̂Fp[[Ûp]]Fp) ∼= H3(G,Fp[G/U ]) ∼= H3(U,Fp)
e como Q(3,2) e´ ate´ dimensa˜o 4 uma resoluc¸a˜o projetiva pro-p de Fp sobre Fp[[Ûp]], existe o
isomorfismo H3(Q(3,2)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp) ∼= H3(Ûp,Fp). Segue desses isomorfismos que a aplicac¸a˜o
ϕ3,U : H3(U,Fp)→ H3(Ûp,Fp)
e´ a aplicac¸a˜o
fU : H3(R̂⊗̂Fp[[Ûp]]Fp)→ H3(Q(3,2)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp)
induzida pela inclusa˜o de R̂ em Q(3,2) ate´ dimensa˜o 4.
Como os complexos S(t), para 2 ≤ t ≤ 3, conte´m somente projetivos, temos as seguintes
sequeˆncias exatas curtas
R̂⊗̂Fp[[Ûp]]Fp ↪→ Q(3)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp  S(3)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp,
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Q(3)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp ↪→ Q(3,2)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp  S(2)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp,
e as respectivas sequeˆncias exatas longas associadas em homologia
. . .→ H3(R̂⊗̂Fp[[Ûp]]Fp)
f1,U→ H3(Q(3)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp)→ H3(S(3)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp) = 0→ . . . , (3.21)
. . .→ H3(Q(3)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp)
f2,U→ H3(Q(3,2)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp)→ H3(S(2)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp) ∼=
∼= TorFp[[Ûp]]0 (H2(R̂),Fp) ∼=
∼= H2(R̂)⊗Fp[[Ûp]] Fp → . . .
Como fU = f2,U ◦ f1,U e f1,U e´ sobrejetiva, segue que
dimFp Coker(fU) = dimFp Coker(f2,U ◦ f1,U)
≤ dimFp Coker(f2,U)
(3.22)
onde temos por (3.21) que
dimFp Coker(f2,U) = dimFp H3(Q(3,2)⊗̂Fp[[Ûp]]Fp)− dimFp Im(f2,U)
≤ dimFp TorFp[[Ûp]]0 (H2(R̂),Fp)
= dimFp(H2(R̂)⊗Fp[[Ûp]] Fp)
= dimFp H2(R̂) = s2
(3.23)
Logo, por (3.22) e (3.23), temos que
dimFp Coker(fU) ≤ dimFp Coker(f2,U)
≤ dimFp H2(R̂) = s2
(3.24)
e a expressa˜o na u´ltima linha de (3.24) e´ finita pelo Lema 3.7 (e na˜o depende de U ∈ T ).
Agora vamos mostrar que
Tor
Z[G]
3 (Z,Fp[[Ĝp]]) ∼= H3(R̂) = H3(R⊗Z[G] Fp[[Ĝp]]) (3.25)
e´ finito.
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De fato, pela hipo´tese do Teorema Principal 2 e por (3.24), tem-se
dimFp Ker(ϕ3,U) = dimFp H3(U,Fp)− dimFp Im(ϕ3,U)
≤ dimFp H3(Ûp,Fp) +m− dimFp Im(ϕ3,U)
= dimFp Coker(ϕ3,U) +m
≤ s2 +m,
(3.26)
onde s2 = dimFp H2(R̂) e´ finito pelo Lema 3.7. Portanto, por (3.24), segue que a expressa˜o
na u´ltima linha de (3.26) e´ finita e na˜o depende de U ∈ T . Logo,
supU∈T dimFp Ker(ϕ3,U) ≤ s2 +m <∞. (3.27)
Enta˜o usando as seguintes sequeˆncias exatas
0→ lim
←−
U∈T
Im(ϕ3,U)→ ( lim←−
U∈T
H3(Ûp,Fp)) = 0→ . . .
e
0→ lim
←−
U∈T
Ker(ϕ3,U)→ lim←−
U∈T
H3(U,Fp)→ ( lim←−
U∈T
Im(ϕ3,U)) = 0→ . . .
temos pelo Lema 2.5 e por (3.27) que
dimFp Tor
Z[G]
3 (Z,Fp[[Ĝp]]) = dimFp H3(R̂)
= dimFp lim←−
U∈T
H3(U,Fp)
= dimFp lim←−
U∈T
Ker(ϕ3,U)
≤ supU∈T dimFp Ker(ϕ3,U) <∞.
(3.28)
Portanto, Hi(R̂) e´ finito para todo i ≤ 4. 
Lema 3.9 ([K-2009], ideias do Teorema 4). Suponha satisfeitas as hipo´teses do Teorema
Principal 1 ou Teorema Principal 2. Enta˜o
H i(HomFp[[Ĝp]](R̂del,Fp[[Ĝp]]))
e´ finito para cada i ≥ 1.
Demonstrac¸a˜o: Considere o complexo dual M = HomZ[G](Rdel,Z[G]), isto e´, M e´ um
complexo de Z[G]-mo´dulos a` esquerda. Como G e´ PDn orienta´vel por hipo´tese, temos que
H i(M) = H i(G,Z[G]) e´ 0 para i 6= n e Z para i = n, conforme o Teorema 1.3.
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Defina T o complexo obtido de M adicionando sua u´nica cohomologia na˜o trivial
T : 0→M0 →M1 →M2 →M3 → . . .→Mn → Hn(M) = Z→ 0.
Em particular, o complexo T e´ uma resoluc¸a˜o projetiva do Z[G]-mo´dulo trivial a` esquerda Z
com cada Mi f.g. Defina T̂ = Fp[[Ĝp]]⊗Z[G] T. Enta˜o T̂ e´ um complexo de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos
e
T̂del ∼= HomFp[[Ĝp]](R̂del,Fp[[Ĝp]])
como complexos de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos, conforme demonstrac¸a˜o do item (b) do Teorema 4.1
em [KZ-2008] (ou com maiores detalhes em [M-2009], pa´gina 134), onde R̂ e´ um complexo
de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos a` direita. Logo,
H i(T̂del) ∼= H i(HomFp[[Ĝp]](R̂del,Fp[[Ĝp]])), (3.29)
para cada i ≥ 1.
Seja R̂op a versa˜o de R̂ trocando mo´dulos a` direita por mo´dulos a` esquerda. Enta˜o pela
versa˜o dual do item (b) do Lema 3.8 (isto e´, trocando mo´dulos a` direita por mo´dulos a`
esquerda)
H i(T̂del) ∼= TorZ[G]n−i (Fp[[Ĝp]],Z) ∼= Hn−i(R̂op
del
) e´ finito para todo 1 ≤ i ≤ n− 1 (3.30)
e por exatida˜o a` direita Hn(T̂del) ∼= H0(R̂op
del
) = 0.

Lema 3.10. Seja G um grupo abstrato. Seja j ≥ 0. Suponha que Ĝp e´ infinito. Seja M e´
um pro-p Fp[[Ĝp]]-mo´dulo finito. Enta˜o
Ext0Fp[[Ĝp]](M,Fp[[Ĝp]]) = 0.
Ale´m disso, para j ≥ 1, se
Extj
Fp[[Ĝp]]
(Fp,Fp[[Ĝp]]) = 0,
enta˜o
Extj
Fp[[Ĝp]]
(M,Fp[[Ĝp]]) = 0.
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Demonstrac¸a˜o: Se M = 0, o resultado e´ o´bvio, portanto assumiremos que M 6= 0.
Primeiramente, como Ĝp e´ infinito, segue do Lema 3 em [Me-1996] que
Ext0Fp[[Ĝp]](Fp,Fp[[Ĝp]]) = Fp[[Ĝp]]
Ĝp
= 0.
Seja M um pro-p Fp[[Ĝp]]-mo´dulo finito. Enta˜o M e´ p-prima´rio e possui uma filtrac¸a˜o
de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos com quocientes simples e, pelo Lema 7.1.5 em [RZ-2000], a menos de
isomorfismos existe apenas um u´nico Fp[[Ĝp]]-mo´dulo simples, que e´ o Fp[[Ĝp]]-mo´dulo trivial
Fp.
Portanto, considere a seguinte sequeˆncia exata curta de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos finitos
0→M1 →M →M2 = Fp → 0
onde Mi 6= 0 e |Mi| < |M |, para i = 1 e 2.
Assuma por hipo´tese de induc¸a˜o que o resultado e´ va´lido para Fp[[Ĝp]]-mo´dulos finitos
de ordem menor que |M |.
Existe a sequeˆncia exata longa em Ext
. . .→ Extj
Fp[[Ĝp]]
(M2,Fp[[Ĝp]])→ ExtjFp[[Ĝp]](M,Fp[[Ĝp]])→ Ext
j
Fp[[Ĝp]]
(M1,Fp[[Ĝp]])→ . . .
e por induc¸a˜o em |M |, temos que Extj
Fp[[Ĝp]]
(Mi,Fp[[Ĝp]]) = 0 para i = 1 (hipo´tese de
induc¸a˜o) e i = 2 (base da induc¸a˜o no caso j = 0 ou por hipo´tese no caso j ≥ 1). Segue
portanto por induc¸a˜o em |M | que Extj
Fp[[Ĝp]]
(M,Fp[[Ĝp]]) = 0.

CAPI´TULO 4
RESULTADOS PRINCIPAIS
Nesta sec¸a˜o iremos demonstrar os resultados principais desta tese:
Teorema Principal 1. Seja p um primo fixo. Seja n ≥ 5. Seja G um grupo abstrato PDn
orienta´vel. Suponha que o completamento pro-p Ĝp de G e´ infinito e na˜o e´ virtualmente um
grupo pro-p PDn. Suponha ale´m disso que:
(a) sup
{
dimFp H1(Ûp,Fp)| U / G de ı´ndice poteˆncia de p
}
e´ finito.
(b) supU∈T dimFp Hi(U,Fp) <∞, para 0 ≤ i ≤ n.
Enta˜o Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PDs para algum s ≤ n− 2.
Teorema Principal 2. Seja p um primo fixo. Seja G um grupo abstrato PD4 orienta´vel.
Suponha que o completamento pro-p Ĝp de G e´ infinito e na˜o e´ virtualmente um grupo pro-p
PD4. Suponha ale´m disso que: ∃ m > 0 tal que ∀ U / G de ı´ndice poteˆncia de p em G,
tem-se
dimFp Hi(U,Fp)− dimFp Hi(Ûp,Fp) ≤ m, ∀ 0 ≤ i ≤ 4.
Enta˜o Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PDs para algum s ≤ 2.
51
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Demonstrac¸a˜o: A demonstrac¸a˜o funciona para os dois Teoremas Principais. Iremos
considerar ao longo da demonstrac¸a˜o a resoluc¸a˜o projetiva pro-p constru´ıda em (3.18) na
demonstrac¸a˜o do Lema 3.5, no entanto, sem a condic¸a˜o de que a resoluc¸a˜o projetiva pro-p
S(k) seja de mo´dulos f.g.
Primeiramente, considere a sequeˆncia exata curta (exata ate´ dimensa˜o n + 1, conforme
Lema 3.3)
R̂ ↪→ Q(n−1)  S(n−1) (4.1)
de complexos de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos.
E ainda como S(n−1) conte´m somente mo´dulos projetivos, temos para cada j ≥ 1 que
Q(n−1)j = R̂j ⊕ S(n−1)j
onde S(n−1)j = 0 para j ≤ n− 1. Portanto temos a seguinte sequeˆncia exata curta (exata ate´
dimensa˜o n+ 1, conforme Lema 3.3) de complexos de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos
HomFp[[Ĝp]](S(n−1),Fp[[Ĝp]]) ↪→ HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]])  HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])
(4.2)
e a correspondente sequeˆncia exata longa em cohomologia
. . .→ H1(HomFp[[Ĝp]](S(n−1),Fp[[Ĝp]]))→ H1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))→
→ H1(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]]))→ H2(HomFp[[Ĝp]](S(n−1),Fp[[Ĝp]]))→ . . .
→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](S(n−1),Fp[[Ĝp]]))→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))→
→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]]))→ Hn(HomFp[[Ĝp]](S(n−1),Fp[[Ĝp]])) ∼=
∼= Ext0Fp[[Ĝp]](Hn−1(R̂),Fp[[Ĝp]])→ . . .
(4.3)
Note que S(n−1)j = 0 para j ≤ n − 1. E ale´m disso, pelo item (b) do Lema 3.8 temos
que Hn−1(R̂) e´ finito, logo pelo Lema 3.10 segue que Ext0Fp[[Ĝp]](Hn−1(R̂),Fp[[Ĝp]]) = 0 e
portanto H t(HomFp[[Ĝp]](S(n−1),Fp[[Ĝp]])) = 0 para t ≤ n, logo
H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]])) ∼= H t(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])), para t ≤ n− 1.
(4.4)
Continuando, considere a sequeˆncia exata curta (exata ate´ dimensa˜o n+ 1, conforme Lema
3.3)
Q(n−1) ↪→ Q(n−1,n−2)  S(n−2) (4.5)
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de complexos de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos.
E ainda como S(n−2) conte´m somente mo´dulos projetivos, temos para cada j ≥ 0 que
Q(n−1,n−2)j = Q(n−1)j ⊕ S(n−2)j
onde S(n−2)j = 0 para j ≤ n− 2. Portanto temos a seguinte sequeˆncia exata curta (exata ate´
dimensa˜o n+ 1, conforme Lema 3.3) de complexos Fp[[Ĝp]]-mo´dulos
HomFp[[Ĝp]](S(n−2),Fp[[Ĝp]]) ↪→ HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2),Fp[[Ĝp]])  HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]])
(4.6)
e a correspondente sequeˆncia exata longa em cohomologia
. . . → H1(HomFp[[Ĝp]](S(n−2),Fp[[Ĝp]]))→ H1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2),Fp[[Ĝp]]))→
→ H1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))→ H2(HomFp[[Ĝp]](S(n−2),Fp[[Ĝp]]))→ . . .
→ Hn−2(HomFp[[Ĝp]](S(n−2),Fp[[Ĝp]]))→ Hn−2(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2),Fp[[Ĝp]]))→
→ Hn−2(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](S(n−2),Fp[[Ĝp]])) ∼=
∼= Ext0Fp[[Ĝp]](Hn−2(Q
(n−1)),Fp[[Ĝp]])→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2),Fp[[Ĝp]]))→
→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))→ Hn(HomFp[[Ĝp]](S(n−2),Fp[[Ĝp]])) ∼=
∼= Ext1Fp[[Ĝp]](Hn−2(Q
(n−1)),Fp[[Ĝp]])→ . . .
(4.7)
Note que S(n−2)j = 0 para j ≤ n − 2. E ale´m disso, por construc¸a˜o, temos que
Hn−2(Q(n−1)) ∼= Hn−2(R̂) que e´ finito pelo item (b) do Lema 3.8, logo pelo Lema 3.10 segue
que Ext0
Fp[[Ĝp]]
(Hn−2(Q(n−1)),Fp[[Ĝp]]) = 0 e portanto H t(HomFp[[Ĝp]](S(n−2),Fp[[Ĝp]])) = 0
para t ≤ n− 1, logo por (4.7) e (4.4)
H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2),Fp[[Ĝp]])) ∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])), para t ≤ n− 2.
(4.8)
Suponha por induc¸a˜o em k ≥ 2 que ja´ mostramos para todo t ≤ n− k que
H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k+1),Fp[[Ĝp]]))
∼= . . . ∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])).
(4.9)
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Vamos mostrar que para todo t ≤ n− k − 1
H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k−1),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k+1),Fp[[Ĝp]]))
∼= . . . ∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])).
(4.10)
Considere a sequeˆncia exata curta (exata ate´ dimensa˜o n+ 1, conforme Lema 3.3)
Q(n−1,n−2,...,n−k) ↪→ Q(n−1,n−2,...,n−k−1)  S(n−k−1) (4.11)
de complexos de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos.
Como S(n−k−1) conte´m somente mo´dulos projetivos, temos para cada j ≥ 0 que
Q(n−1,n−2,...,n−k−1)j = Q(n−1,n−2,...,n−k)j ⊕ S(n−k−1)j
onde S(n−k−1)j = 0 para j ≤ n − k − 1. Portanto temos a seguinte sequeˆncia exata curta
(exata ate´ dimensa˜o n+ 1, conforme Lema 3.3) de complexos de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos
HomFp[[Ĝp]](S(n−k−1),Fp[[Ĝp]]) ↪→ HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k−1),Fp[[Ĝp]]) 
 HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k),Fp[[Ĝp]])
(4.12)
e a correspondente sequeˆncia exata longa em cohomologia
. . . → H1(HomFp[[Ĝp]](S(n−k−1),Fp[[Ĝp]]))→ H1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k−1),Fp[[Ĝp]]))→
→ H1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k),Fp[[Ĝp]]))→ H2(HomFp[[Ĝp]](S(n−k−1),Fp[[Ĝp]]))→ . . .
→ Hn−k(HomFp[[Ĝp]](S(n−k−1),Fp[[Ĝp]])) ∼= Ext0Fp[[Ĝp]](Hn−k−1(Q
(n−1,n−2,...,n−k)),Fp[[Ĝp]])→ . . .
→ Hn−k+1(HomFp[[Ĝp]](S(n−k−1),Fp[[Ĝp]])) ∼= Ext1Fp[[Ĝp]](Hn−k−1(Q
(n−1,n−2,...,n−k)),Fp[[Ĝp]])→ . . .
→ Hn−k+2(HomFp[[Ĝp]](S(n−k−1),Fp[[Ĝp]])) ∼= Ext2Fp[[Ĝp]](Hn−k−1(Q
(n−1,n−2,...,n−k)),Fp[[Ĝp]])→ . . .
→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](S(n−k−1),Fp[[Ĝp]])) ∼= Extk−1Fp[[Ĝp]](Hn−k−1(Q
(n−1,n−2,...,n−k)),Fp[[Ĝp]])→
→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k−1),Fp[[Ĝp]]))→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k),Fp[[Ĝp]]))→
→ Hn(HomFp[[Ĝp]](S(n−k−1),Fp[[Ĝp]])) ∼= ExtkFp[[Ĝp]](Hn−k−1(Q
(n−1,n−2,...,n−k)),Fp[[Ĝp]])→ . . .
(4.13)
Note que S(n−k−1)j = 0 para j ≤ n − k − 1. E ale´m disso, por construc¸a˜o, temos que
Hn−k−1(Q(n−1,n−2,...,n−k)) ∼= Hn−k−1(R̂) que e´ finito pelo item (b) do Lema 3.8, logo pelo
Lema 3.10 segue que Ext0
Fp[[Ĝp]]
(Hn−k−1(Q(n−1,n−2,...,n−k)),Fp[[Ĝp]]) = 0 e portanto por (4.13)
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temos que H t(HomFp[[Ĝp]](S(n−k−1),Fp[[Ĝp]])) = 0 para t ≤ n− k. Portanto, por induc¸a˜o em
k, conclu´ımos de (4.13) que (4.10) vale para t ≤ n− k − 1.
Por fim, considere a sequeˆncia exata curta (exata ate´ dimensa˜o n + 1, conforme Lema
3.3) constru´ıda em (3.19) na demonstrac¸a˜o do Lema 3.5
Q(n−1,n−2,...,3) ↪→ Q(n−1,n−2,...,2)  S(2) (4.14)
de complexos de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos.
E ainda como S(2) conte´m somente mo´dulos projetivos, temos para cada j ≥ 0 que
Q(n−1,n−2,...,2)j = Q(n−1,n−2,...,3)j ⊕ S(2)j
onde S(2)j = 0 para j ≤ 2 portanto temos a seguinte sequeˆncia exata curta (exata ate´
dimensa˜o n+ 1, conforme Lema 3.3) de complexos de Fp[[Ĝp]]-mo´dulos
HomFp[[Ĝp]](S(2),Fp[[Ĝp]]) ↪→ HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,2),Fp[[Ĝp]]) 
 HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,3),Fp[[Ĝp]])
(4.15)
e a correspondente sequeˆncia exata longa em cohomologia
. . . → H1(HomFp[[Ĝp]](S(2),Fp[[Ĝp]]))→ H1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,2),Fp[[Ĝp]]))→
→ H1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,3),Fp[[Ĝp]]))→ H2(HomFp[[Ĝp]](S(2),Fp[[Ĝp]]))→ . . .
→ H3(HomFp[[Ĝp]](S(2),Fp[[Ĝp]])) ∼= Ext0Fp[[Ĝp]](H2(Q
(n−1,n−2,...,3)),Fp[[Ĝp]])→ . . .
→ H4(HomFp[[Ĝp]](S(2),Fp[[Ĝp]])) ∼= Ext1Fp[[Ĝp]](H2(Q
(n−1,n−2,...,3)),Fp[[Ĝp]])→ . . .
→ Hn−2(HomFp[[Ĝp]](S(2),Fp[[Ĝp]])) ∼= Extn−5Fp[[Ĝp]](H2(Q
(n−1,n−2,...,3)),Fp[[Ĝp]])→ . . .
→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](S(2),Fp[[Ĝp]])) ∼= Extn−4Fp[[Ĝp]](H2(Q
(n−1,n−2,...,3)),Fp[[Ĝp]])→
→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,2),Fp[[Ĝp]]))→ Hn−1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,3),Fp[[Ĝp]]))→
→ Hn(HomFp[[Ĝp]](S(2),Fp[[Ĝp]])) ∼= Extn−3Fp[[Ĝp]](H2(Q
(n−1,n−2,...,3)),Fp[[Ĝp]])→ . . .
(4.16)
Note que S(2)j = 0 para j ≤ 2. E ale´m disso, por construc¸a˜o, temos que H2(Q(n−1,n−2,...,3)) ∼=
H2(R̂) que e´ finito pelo Lema 3.7, logo pelo Lema 3.10 segue que
Ext0Fp[[Ĝp]](H2(Q
(n−1,n−2,...,3)),Fp[[Ĝp]]) = 0.
Portanto H t(HomFp[[Ĝp]](S(2),Fp[[Ĝp]])) = 0 para t ≤ 3, logo por (4.10) e (4.16)
H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,2),Fp[[Ĝp]])) ∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,3),Fp[[Ĝp]]))
∼= . . . ∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])), para t ≤ 2.
(4.17)
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Por (3.19) no Lema 3.5, sabemos que Q(n−1,n−2,...,2) em dimensa˜o ate´ n+ 1 e´ uma resoluc¸a˜o
parcial projetiva profinita do Fp[[Ĝp]]-mo´dulo trivial Fp. Portanto, usando (4.17), segue em
particular para t ≤ 2 que
H t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,2),Fp[[Ĝp]]))
∼= . . . ∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]]))
(4.18)
que e´ finito, para t ≤ 2, pelo Lema 3.9. Logo, pelo Teorema 4 em [Ko-2004], para t = 1,
H1(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0 ou isomorfo a Fp. No segundo caso, pelo Teorema 3 em [Ko-2004],
teremos que Ĝp e´ virtualmente Zp (se p = 2, virtualmente pro-2 diedral infinito Z2o(Z/2Z) =
(Z/2Z)
∐
(Z/2Z)). Suponhamos enta˜o que H1(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0. Segue para t = 2 que
H2(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0 ou e´ isomorfo a Fp, pelo Teorema 1, item (1), em [Ko-2005]. No
segundo caso, como Ĝp e´ FP2 (vide Lema 3.5) e H
t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0, para 0 ≤ t ≤ 1, segue
pelo Corola´rio 1 do Teorema 1 em [Ko-2005] que Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PD2.
Suponhamos enta˜o que H2(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0.
Vamos mostrar que H3(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) e´ finito usando os isomorfismos em (4.18) e o Lema
3.9. Queremos portanto que ocorra
H3(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = H3(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,2),Fp[[Ĝp]]))
∼= H3(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,3),Fp[[Ĝp]]))
∼= H3(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])).
(4.19)
Para obtermos o primeiro isomorfismo em (4.19), basta aplicarmos (4.13) com k = n − 3.
De fato, por construc¸a˜o, temos que Hn−k−1(Q(n−1,n−2,...,n−k)) ∼= Hn−k−1(R̂) que e´ finito pelo
item (b) do Lema 3.8. E como Extt
Fp[[Ĝp]]
(Fp,Fp[[Ĝp]]) ∼= H t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0 para t ≤ 2,
temos pelo Lema 3.10 que para t ≤ 2
Extt
Fp[[Ĝp]]
(Hn−k−1(Q(n−1,n−2,...,n−k)),Fp[[Ĝp]]) = 0. (4.20)
Logo, por (4.20) obtemos de (4.13), para t ≤ n− k + 1, que
H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k−1),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k),Fp[[Ĝp]])).
(4.21)
Portanto, com k = n − 3 segue de (4.21) que o primeiro isomorfismo em (4.19) ocorre. O
segundo isomorfismo em (4.19) ocorre, pois por construc¸a˜o (vide (4.10)) temos para t ≤ λ
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que
H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,λ),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])).
(4.22)
E, em particular para t = 3 = λ, segue por (4.19) e pelo Lema 3.9 que H3(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) e´
finito.
Portanto, pelo Teorema 1, item (1) em [Ko-2005], segue que H3(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0 ou e´
isomorfo a Fp. No segundo caso, como Ĝp e´ FP3 (vide Lema 3.5) e H t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0,
para 0 ≤ t ≤ 2, segue pelo Corola´rio 1 do Teorema 1 em [Ko-2005] que Ĝp e´ virtualmente
um grupo pro-p PD3. Suponhamos enta˜o que H
3(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0.
Suponha, para algum 3 ≤ j < n, que H t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0 para t ≤ j. Mostraremos que
H t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) e´ finito para t = j + 1.
Queremos portanto que ocorra
Hj+1(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = Hj+1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,2),Fp[[Ĝp]]))
∼= Hj+1(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,j+1),Fp[[Ĝp]]))
∼= Hj+1(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])).
(4.23)
De fato, por construc¸a˜o, temos que Hn−k−1(Q(n−1,n−2,...,n−k)) ∼= Hn−k−1(R̂) que e´ finito pelo
item (b) do Lema 3.8. E como Extt
Fp[[Ĝp]]
(Fp,Fp[[Ĝp]]) ∼= H t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0 para t ≤ j,
temos pelo Lema 3.10 que para t ≤ j
Extt
Fp[[Ĝp]]
(Hn−k−1(Q(n−1,n−2,...,n−k)),Fp[[Ĝp]]) = 0. (4.24)
Logo, por (4.24) obtemos de (4.13), para t ≤ n− k + j − 1, que
H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k−1),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,n−k),Fp[[Ĝp]])).
(4.25)
Portanto, segue de (4.25), para cada n− j − 1 ≤ k ≤ n− 3, que o primeiro isomorfismo em
(4.23) ocorre. O segundo isomorfismo em (4.23) ocorre, pois por construc¸a˜o (vide (4.10))
temos para t ≤ λ que
H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,λ),Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]])).
(4.26)
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E, em particular para t = j+1 = λ, segue por (4.23) e pelo Lema 3.9 que Hj+1(Ĝp,Fp[[Ĝp]])
e´ finito.
Portanto, Hj+1(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0 ou e´ isomorfo a Fp, pelo Teorema 1, item (1) em
[Ko-2005], para algum 3 ≤ j < n. No segundo caso, como Ĝp e´ FPj+1 (vide Lema 3.5) e
H t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0 para 0 ≤ t ≤ j, segue pelo Corola´rio 1 do Teorema 1 em [Ko-2005]
que Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PDj+1, para algum 3 ≤ j < n. Suponhamos que
Hj+1(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0.
Continuando assim por diante, podemos supor que H t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0,∀ t ≤ n − 2,
(caso contra´rio, Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PDs para algum s ≤ n− 2).
Portanto, segue para t ≤ n− 2 que
H t(HomFp[[Ĝp]](R̂,Fp[[Ĝp]]))
∼= H t(HomFp[[Ĝp]](Q(n−1,n−2,...,2),Fp[[Ĝp]])) = H t(Ĝp,Fp[[Ĝp]]) = 0.
(4.27)
Logo, pela construc¸a˜o feita em (3.29) e (3.30) na demonstrac¸a˜o do Lema 3.9, segue para
t ≤ n− 2 que Hj(R̂op) = 0 para 2 ≤ j ≤ n. Tambe´m pela versa˜o dual do Lema 3.6 (isto e´,
trocando mo´dulos a` esquerda com mo´dulos a` direita), segue que Hj(R̂op) = 0 para j = 0, 1.
Portanto, R̂op e´ exato. Mas como G e´ PDn orienta´vel, isso implica, pela versa˜o dual do
Teorema 4 em [K-2009] (isto e´, trocando mo´dulos a` esquerda por mo´dulos a` direita), que Ĝp
e´ um grupo pro-p PDn orienta´vel, uma contradic¸a˜o pois Ĝp na˜o e´ virtualmente um grupo
pro-p PDn.
Portanto, existe s ≤ n− 2 tal que Ĝp e´ virtualmente um grupo pro-p PDs e isso encerra
a demonstrac¸a˜o dos Teoremas Principais. 
CAPI´TULO 5
EXEMPLOS
Nesta sec¸a˜o iremos apresentar alguns exemplos de grupos que satisfazem as hipo´teses dos
Teoremas Principais.
Considere o grupo de tranc¸a de Artin (grupo no´ de trevo)
G =
〈
x, y|x2 = y3〉 .
Seja
T =
〈
y−1x, xy
〉 ∼= Z2
um subgrupo de G gerado por y−1x e xy e tal que (G,Ω) e´ um PD3 par, sobre pares
de dualidade vide [DD-1988], onde Ω = Gw e´ um o´rbita com estabilizador Gw = T e
T [G,G] = G. Ale´m disso, G/[G,G] ∼= Z. Logo, Ĝp/[Ĝp, Ĝp] ∼= Zp e segue que Ĝp ∼= Zp.
Segue do Teorema 8.1 em [BE-1978] que o produto livre amalgamado H = G ∗T G e´ um
grupo abstrato PD3 orienta´vel.
Observe que Ĥp e´ um quociente do produto pro-p com amalgamac¸a˜o Ĝp
∐
T1
Ĝp, vide
definic¸a˜o 2.4, onde T1 e´ a imagem de T̂p em Ĝp, portanto T1 ∼= Zp e Ĝp
∐
T1
Ĝp ∼= Ĝp ∼= Zp.
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Logo, Ĥp e´ proc´ıclico. Como existe uma aplicac¸a˜o sobrejetiva de H para G cuja restric¸a˜o
para cada fator G e´ a aplicac¸a˜o identidade, segue que Ĝp ∼= Zp e´ um quociente de Ĥp,
portanto Ĥp ∼= Zp.
1) Seja s ≥ 2. Enta˜o
Hk(Zs,Fp) = F
(sk)
p . (5.1)
Iremos considerar como exemplo H × Zs. Seja U ≤ H de ı´ndice poteˆncia de p. De (5.1) e
pela Fo´rmula de Ku¨nneth (vide [R-1979]), temos que
H2(U × Zs,Fp) = H2(U,Fp)⊗Fp H0(Zs,Fp)
⊕H1(U,Fp)⊗Fp H1(Zs,Fp)
⊕H0(U,Fp)⊗Fp H2(Zs,Fp)
= H2(U,Fp)⊗Fp Fp
⊕H1(U,Fp)⊗Fp H1(Zs,Fp)
⊕H0(U,Fp)⊗Fp H2(Zs,Fp)
= H2(U,Fp)⊕ (H1(U,Fp)⊗Fp F(
s
1)
p )⊕ F(
s
2)
p
= H2(U,Fp)⊕H1(U,Fp)s ⊕ F(
s
2)
p .
(5.2)
Seja T0 um conjunto dirigido de subgrupos normais de ı´ndice poteˆncia de p em H tal que T0
induz a topologia pro-p de H. Como H e´ um grupo PD3 orienta´vel temos que todo U ∈ T0
e´ tambe´m PD3 orienta´vel e portanto χ(U) = 0, para todo U ∈ T0. Logo, para todo U ∈ T0,
como H0(U,Fp) = H3(U,Fp) = Fp, segue que dimFp H1(U,Fp) = dimFp H2(U,Fp). Mas para
U ∈ T0, tem-se que Ûp e´ um subgrupo de ı´ndice finito em Ĝp ∼= Zp, portanto Ûp ∼= Zp e
H1(U,Fp) = U/[U,U ]Up ∼= Ûp/[Ûp, Ûp]Ûpp = H1(Ûp,Fp) = Fp. (5.3)
Portanto, de (5.2) e de (5.3), segue que
dimFp H2(U × Zs,Fp) = dimFp H2(U,Fp) + s dimFp H1(U,Fp) +
(
s
2
)
= dimFp H1(U,Fp) + s dimFp H1(U,Fp) +
(
s
2
)
= (s+ 1) dimFp H1(U,Fp) +
(
s
2
)
= (s+ 1) dimFp H1(Zp,Fp) +
(
s
2
)
= (s+ 1) +
(
s
2
)
.
(5.4)
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Portanto, como a u´ltima linha de (5.4) e´ um nu´mero finito e na˜o depende de V ∈ T (filtrac¸a˜o
que define a topologia pro-p de H × Zs), tem-se que
sup
V ∈T
dimFp H2(U × Zs,Fp) <∞.
De novo usando a Fo´rmula de Ku¨nneth temos para j ≥ 3 que
Hj(U × Zs,Fp) = H3(U,Fp)⊗Fp Hj−3(Zs,Fp)
⊕H2(U,Fp)⊗Fp Hj−2(Zs,Fp)
⊕H1(U,Fp)⊗Fp Hj−1(Zs,Fp)
⊕H0(U,Fp)⊗Fp Hj(Zs,Fp)
= F(
s
j−3)
p ⊕H2(U,Fp)(
s
j−2) ⊕H1(U,Fp)(
s
j−1) ⊕ F(
s
j)
p .
(5.5)
Segue que
dimFp Hj(U × Zs,Fp) =
(
s
j−3
)
+
(
s
j
)
+
(
s
j−2
)
dimFp H2(U,Fp) +
(
s
j−1
)
dimFp H1(U,Fp)
=
(
s
j−3
)
+
(
s
j
)
+ (
(
s
j−2
)
+
(
s
j−1
)
) dimFp H1(U,Fp)
=
(
s
j
)
+
(
s
j−1
)
+
(
s
j−2
)
+
(
s
j−3
)
.
(5.6)
Portanto, como a u´ltima linha de (5.6) e´ um nu´mero finito e na˜o depende de V ∈ T , tem-se
para todo j ≥ 3,
sup
V ∈T
dimFp Hj(U × Zs,Fp) <∞.
Observamos que a filtrac¸a˜o T que define a topologia pro-p de H ×Zs pode ser escolhida
somente de grupos de tipo U × S, onde U ≤ H, S ≤ Zs e os ı´ndices [H : U ] e [Zs : S] sa˜o
poteˆncias de p.
Note que as hipo´teses dos Teoremas Principais sa˜o satisfeitas pois todo subgrupo V de
H × Zs de ı´ndice poteˆncia de p e´ tal que o completamento pro-p V̂p ≤ Ĥp × Zsp = Z1+sp , logo
V̂p ∼= Z1+sp e, portanto, dimFp H1(V̂p,Fp) = 1+s. E ale´m disso, supV ∈T dimFp Hi(V̂p,Fp) <∞
e mostramos que
sup
V ∈T
dimFp Hi(V,Fp) <∞
para i ≥ 1. Assim, demonstramos o seguinte resultado
Lema 5.1. O grupo H × Zs e´ um grupo PD3+s orienta´vel e satisfaz as condic¸o˜es dos
Teoremas Principais.
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2) Seja r ≥ 2. A seguir consideraremos como exemplo Hr.
Sejam U1, . . . , Ur subgrupos de H, cada um de ı´ndice uma poteˆncia de p. Usando a
Fo´rmula de Ku¨nneth, temos que
H1(U1 × . . .× Ur,Fp) = H1(U1,Fp)⊗Fp H0(U2 × . . .× Ur,Fp)
⊕H0(U1,Fp)⊗Fp H1(U2 × . . .× Ur,Fp)
= H1(U1,Fp)⊕H1(U2 × . . .× Ur,Fp)
= . . . = H1(U1,Fp)⊕ . . .⊕H1(Ur,Fp).
(5.7)
E segue de (5.7) e de H1(Ui,Fp) ∼= H1((̂Ui)p,Fp) ∼= H1(Zp,Fp), para Ui ∈ T0, que
dimFp H1(U1 × . . .× Ur,Fp) =
∑r
j=1 dimFp H1(Uj,Fp) = r. (5.8)
Logo, como r e´ finito e na˜o depende de V ∈ T (filtrac¸a˜o que define a topologia pro-p de Hr),
segue que
sup
V ∈T
dimFp H1(U1 × . . .× Ur,Fp) <∞.
Agora vamos computar H2(U1 × . . .× Ur,Fp). Usaremos (5.7) e a Fo´rmula de Ku¨nneth.
H2(U1 × . . .× Ur,Fp) = H2(U1,Fp)⊗Fp H0(U2 × . . .× Ur,Fp)
⊕H1(U1,Fp)⊗Fp H1(U2 × . . .× Ur,Fp)
⊕H0(U1,Fp)⊗Fp H2(U2 × . . .× Ur,Fp)
= H2(U1,Fp)⊕ (H1(U1,Fp)⊗Fp H1(U2 × . . .× Ur,Fp))
⊕H2(U2 × . . .× Ur,Fp)
= ⊕ri=1H2(Ui,Fp)
⊕1≤i<j≤rH1(Ui,Fp)⊗Fp H1(Uj,Fp).
(5.9)
Segue de (5.9), χ(Ui) = 0 e dimFp H2(Ui,Fp) = dimFp H1(Ui,Fp) = 1, para todo Ui ∈ T0, que
dimFp H2(U1 × . . .× Ur,Fp) = r dimFp H2(U1,Fp) +
(
r
2
)
= r + r(r−1)
2
= r(r+1)
2
.
(5.10)
Portanto, como r(r+1)
2
e´ finito e na˜o depende de V ∈ T , temos que
sup
V ∈T
dimFp H2(U1 × . . .× Ur,Fp) <∞.
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Vamos computar Hj(U1 × . . . × Ur,Fp), onde j ≥ 3. Usando a Fo´rmula de Ku¨nneth,
temos
Hj(U1 × . . .× Ur,Fp) = H3(U1,Fp)⊗Fp Hj−3(U2 × . . .× Ur,Fp)
⊕H2(U1,Fp)⊗Fp Hj−2(U2 × . . .× Ur,Fp)
⊕H1(U1,Fp)⊗Fp Hj−1(U2 × . . .× Ur,Fp)
⊕H0(U1,Fp)⊗Fp Hj(U2 × . . .× Ur,Fp)
= Hj−3(U2 × . . .× Ur,Fp)⊕Hj−2(U2 × . . .× Ur,Fp)dimFp H2(U1,Fp)
⊕Hj−1(U2 × . . .× Ur,Fp)dimFp H1(U1,Fp) ⊕Hj(U2 × . . .× Ur,Fp)
= ⊕3i=0Hj−i(U2 × . . .× Ur,Fp)
= . . . = ⊕3i1=0 ⊕3i2=0 ⊕3i3=0 . . .⊕3ir−1=0 Hj−i1−i2−i3...−ir−1(Ur,Fp).
(5.11)
Logo, segue de dimFp Hi(Ur,Fp) ≤ 1, ∀i, e de (5.11) que, para todo j ≥ 3,
dimFp Hj(U1 × . . .× Ur,Fp) ≤ 4r−1. (5.12)
Portanto, como 4r−1 e´ finito e na˜o depende de V ∈ T , temos que
sup
V ∈T
dimFp Hj(U1 × . . .× Ur,Fp) <∞.
Observamos que podemos considerar T (que define a topologia pro-p de Hr) somente com
elementos de tipo U1 × . . .× Ur.
Note que as hipo´teses dos Teoremas Principais sa˜o satisfeitas pois todo subgrupo V =
U1× . . .×Ur de Hr de ı´ndice poteˆncia de p e´ tal que o completamento pro-p V̂p ≤ Ĥrp = Zrp,
logo V̂p ∼= Zrp e, portanto, dimFp H1(V̂p,Fp) = r. E ale´m disso, supV ∈T dimFp Hi(V̂p,Fp) <∞
e mostramos que
sup
V ∈T
dimFp Hi(V,Fp) <∞
para i ≥ 1.
3) Como exemplo final, iremos considerar o caso Hr × Zs, onde r, s ≥ 1 e 3r + s ≥ 5.
Usaremos (5.1) e (5.12).
Sejam U1, U2, . . . , Ur subgrupos de ı´ndice poteˆncia de p em H. Denote por U := U1 ×
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U2 × . . .× Ur. Enta˜o pela Fo´rmula de Ku¨nneth e por (5.1), segue que
Hj(U × Zs,Fp) = H3r(U,Fp)⊗Fp Hj−3r(Zs,Fp)
⊕H3r−1(U,Fp)⊗Fp Hj−3r+1(Zs,Fp)
⊕ . . .⊕H1(U,Fp)⊗Fp Hj−1(Zs,Fp)
⊕H0(U,Fp)⊗Fp Hj(Zs,Fp)
= ⊕3ri=0Hi(U,Fp)(
s
j−i).
(5.13)
Observe que
(
s
k
)
= 0 se k > s ou k < 0. Portanto, de (5.13) com j = 1 e de (5.8), temos que
dimFp H1(U × Zs,Fp) =
∑1
i=0
(
s
1−i
)
. dimFp Hi(U,Fp)
=
(
s
1
)
+
(
s
0
)
.r = r + s.
(5.14)
Com j = 2 em (5.13) e usando (5.10), temos que
dimFp H2(U × Zs,Fp) ≤
∑2
i=0
(
s
2−i
)
. dimFp Hi(U,Fp)
=
(
s
2
)
+
(
s
1
)
.r +
(
s
0
)
. r(r+1)
2
= s(s−1)
2
+ r.s+ r(r+1)
2
.
(5.15)
E ainda, de (5.12), segue que para todo j ≥ 3
dimFp Hj(U × Zs,Fp) ≤ 4r−1.
∑j
i=0
(
s
j−i
)
≤ 4r−1.(j + 1).s!.
(5.16)
Logo, como cada expressa˜o na u´ltima linha de (5.14), (5.15) e (5.16) e´ um nu´mero finito e
na˜o depende de V ∈ T (filtrac¸a˜o que define a topologia pro-p de Hr × Zs), temos que para
todo j
sup
V ∈T
dimFp Hj(U × Zs,Fp) <∞.
Observamos que podemos considerar T somente com elementos de tipo U × S, onde
U = U1 × . . .× Ur, Ui ≤ H, S ≤ Zs e os ı´ndices [H : Ui] e [Zs : S] sa˜o poteˆncias p.
Note que as hipo´teses dos Teoremas Principais sa˜o satisfeitas pois todo subgrupo V =
U1 × . . . × Ur × S de Hr × Zs de ı´ndice poteˆncia de p e´ tal que o completamento pro-p
V̂p ≤ Ĥrp × Zsp = Zr+sp , logo V̂p ∼= Zr+sp e, portanto, dimFp H1(V̂p,Fp) = r + s. E ale´m disso,
supV ∈T dimFp Hi(V̂p,Fp) <∞ e mostramos que
sup
V ∈T
dimFp Hi(V,Fp) <∞
para i ≥ 1. Assim, mostramos o seguinte resultado
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Lema 5.2. O grupo Hr × Zs e´ um grupo PD3r+s orienta´vel e satisfaz as condic¸o˜es dos
Teoremas Principais.
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